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1. PREFACIO

La presente guia recopila las clases del curso ’CO5412: Optimizacién No lineal I’ que
he dictado como profesora del Departamento de Computo Cientifico y Estadistica de la
Universidad Simén Bolivar. El objetivo al elaborar esta guia es que el estudiante pueda
usarla como referencia y complemento de las clases pero siempre teniendo presente que
no debe sustituir a los libros de textos que se presentan en la bibliografia del curso. La
organizacion, presentacion y contenido de este curso han ido variando en los distintos

trimestres dictados pero esencialmente siguen los topicos que aqui se presentan.

Este trabajo es producto de la dedicacion y esmero del profesor Ildemaro Garcia quien
en el pasado fue estudiante del curso. Ildemaro, ademés de encargarse de la recopilacion y
transcripcion del material, contribuyé a la claridad y exposiciéon de los temas incorporando
comentarios y graficos, aclarando ideas, y completando detalles. Mucho le agradezco su
excelente trabajo que me ha permitido concretar un deseo que tenia desde hace anos y

que espero sea de utilidad para futuros estudiantes y profesores.

Aprovecho también para agradecer a todos los estudiantes que han participado en mis
clases. Sus comentarios e ideas me han permitido ir enriqueciendo el contenido y dictado

del curso.

Finalmente deseo mencionar que esta es la primera versiéon del trabajo por lo cual es de

esperarse que existan errores. Mucho les agradezco si me notifican de los que encuentren.

Maria de los Angeles Gonzalez Lima
email: mgl@cesma.usb.ve

Enero 2009
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2. INTRODUCCION

La biisqueda de la mejor solucién a cada problema es una situaciéon que se presenta
continuamente. Un ejemplo que se repite constantemente en miiltiples areas de investi-
gacion es el problema de poseer una serie de datos para los que se requiere hallar una
curva relativamente sencilla que se acerque los més posible a los datos permitiendo asi

aproximar con el minimo margen de error posible la informacién que no se posee.

Este documento presenta un resumen del material utilizado para las clases de la ma-
teria electiva CO5412 - Optimizaciéon No Lineal I donde se estudian métodos para
resolver problemas como el antes mencionado y que obedecen a la clasificaciéon general de

minimizaciéon de funciones no lineales sin restricciones.

El material estd dividido en ocho secciones comenzando con esta introduccién, la
segunda especifica el problema a resolver, la tercera seccién se ocupa de la caracterizaciéon
de las posibles soluciones, la cuarta hace una descripcién general de los métodos de soluciéon
a ser estudiados, la quinta muestra varios métodos para el caso unidimensional y sus
propiedades de convergencia, la sexta comprende la primera parte de las técnicas de
globalizacion, la séptima abarca métodos de solucién para el caso multidimensional y la

octava y tltima seccién compta lo referente a las técnicas de globalizacion.

También se incluyen grupos de problemas, algunos como ejemplos resueltos para ayu-
dar a entender las ideas expuestas y otros como ejercicios propuestos a fin de que el lector

aplique y afiance los conocimientos adquiridos.
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3. EL PROBLEMA GENERAL A RESOLVER

Se desea resolver el problema general de minimizacién sin restricciones de una funciéon
no lineal f continuamente diferenciable dos veces; es decir:
min f(z); f:R"—R, feC? (3.1)
rERM
En las secciones que siguen consideraremos dos tipos de soluciones para el problema 3.1;

los minimizadores locales y el minimizador global.

3.1. Minimizador local y minimizador global.

DEFINICION 3.1. Se dice que un punto x* € R" es un minimizador local de f(x)

cuando

de > 0: f(z") < f(x) Vo € By(e) ={x: ||z — ™| <€}

DEFINICION 3.2. se dice que un punto z* € R™ es el minimizador global de f(x)
cuando
f(z*) < f(x) Va* € R"

evidentemente, todo minimo global es también un minimo local.

En forma analoga se pueden definir los maximizadores locales y globales que aplicarian
al problema de Maximizar f. Sin embargo, dado que “Maximizar f” es equivalente a
“Minimizar —f” al trabajar sobre el problema de Minimizacién estamos abarcando la

solucion de ambos.
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4. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

A fin de resolver el problema 3.1 es necesario caracterizar sus posibles soluciones, pero

antes revisaremos algunos conceptos:

4.1. Repaso.

Continuamente diferenciable: se dice que la funciéon f es continuamente dife-

renciable n veces y se denota como f € C™, cuando existe V" f(x),Vx € R"

Desarrollo de Taylor: sea f : R — R, f € C". Entonces el desarrollo de Taylor
de la funciéon f alrededor del punto a, viene dado por:

f"(a) f™(a)

21 n!

(n+1)
f(x) = f(a)+ f'(a).(x —a)+ (z—a)*+..+ .(a:—a)"+];lf1()!).(x—a)”+l

con ¢ € (a,x)
Derivada direccional: la derivada direccional de la funciéon f : R — R en la

direcciéon h € R"™ (con ||h|| = 1) se define como:

of(x)  lim fx+ht)— f(x)

ah t—0 t
Gradiente: el gradiente o derivada de primer orden en n dimensiones de la funciéon

f:R"—R, z=(r1,,..,1,) viene dado por:
of(x)

oz
of(z)

Vi@=|
of ()
OTn
Hessiano: el Hessiano o derivada de segundo orden en n dimensiones de la funciéon

f:R"—R, x=(x1,29,...,7,) viene dado por la matriz V2f(z) € R™" tal que

[sz(if))ij] = Bza(zj} Vi,j=1,...,n

Regla de la cadena: la derivada de una funcién z = f(z(t),y(t)) con respecto a

t, viene dada por la regla de la cadena como se especifica a continuacion:

dz __ dz dz dz dy

dt ~ dx’dt dy " dt
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4.2. Aproximaciones funcionales de primer y segundo orden en R"

PROPOSICION 4.1. Cuando la derivada direccional en la direccion h, (||h|| = 1) estd

definida, es decir, existe el limite cuando t — 0 en la definicion de 8h), entonces se
cumple:
f(x) .. flz+ht)—flz) _ '
il e =

PRUEBA 4.1. Sea c¢(t) = x + th, de manera que ¢(0) = x.

expresiones en la definicion de deriwada direccional nos queda:

) = J(e0) _ drev)

t—0 t

Sustituyendo estas

| _ Of(c(t)d ()‘ '_'+8f(0(t)d0(t)| _
dt "= oc(t)y, dt "° ac(t), dt "=

=S, MWD = T(e(t) |,y = Vf(2)'h O

Es decir que dado ¢ >0, 30 > 0 : (H# Vi(z)h| <e V|t| <.

PROPOSICION 4.2. Dados f :R* —n, fe€C?, p€R" se cumple que:

1. flx+p)=flx)+Vflx+tp)p , paraalgint e (0,1)
2. flz+p)=[f(2)+Vf(@)p+3p'Vflz+tpp

PRUEBA 4.2. Sean g(t) =x+tp, h:R—R,
formula de Taylor a la funcion h y otenemos:

para algin t € (0,1)

h = f(g(t)). Ahora aplicamos la
h(1) = h(0) + KW' (c), c€(0,1)

donde  h(1) = f(9(1)) = f(z+p), h(0)= f(g(0))

Wie) = 422y = Vf(g(t) o g (= = Vf(g(c))'p =

= Vf(z+cp)p, con ce(0,1)0

De manera que queda probada la primera afirmacion de la proposicion. Para la sequnda
afirmacion tenemos que:

R'(1) — Kh'(0) = fol R (t)dt. Ahora calculemos h"(t) , h'(1) y h'(0).
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pr(t) = AL — 5 (20 gi(n) = p'VRf(g(t))p
W) = B = V0)g Bl = Vi +p)p

W(0) = Vf(x)'p
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion integral nos queda:

1
Vi tp)'p = Vi) + /0 PV (et tp)p dt =
1
= (Vi@ +p) — Vi) - /0 V(e tppdt)p = 0 =

= Vf(zx+p) = Vf(x)t—/o V2f(x +tp)p dt (4.1)

Ejercicio: complete la demostracion de la seqgunda afirmacion basdindose en la ecua-

cion 4.1 y las ideas utilizadas para demostrar la primera afirmacion.

4.3. Condiciones de Optimalidad.

PROPOSICION 4.3. Condicion necesaria de primer orden: Si x* € R" es un

minimizador local del problema 3.1, entonces V f(x*) = 0.
PRUEBA 4.3. Asumamos que V f(x*) # 0, entonces:
Tp = —Vf(z*) : p".Vf(x) = — |[Vf(z*)||* < 0. Ademds como Vf es continua,
AT > 0: p'Vf(z* +tp) <0, Vit e (0,T]
Pero  f(z* +1p) = f(z*) +tV f(z* +tp)tp, ¥t € (0,1)

luego,  f(z* +1tp) — f(x*) < 0,V € (0,7
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y obtenemos una contradiccion pues x* es un minimizador local. De manera que la
hipdtesis V f(x*) # 0 es falsa. O

PROPOSICION 4.4. Condiciones necesarias de segundo orden: Si x* € R" es un
manimizador local del problema 3.1, entonces

Vi) =0y o'V?f(2")w>0, YwER"
PRUEBA 4.4. Asumamos que Ip € R" : p'V2f(2*)p < 0 entonces por continuidad

se cumple que  p'V2f(x* +tp)p <0, Vte (0,T].

Pero  f(z*+tp) = f(a*)+ip'V f(a*)+33p!V2 f(a*+tp)p, Vt € (0,1), Vie (0,T)
y Vf(@)=0

de manera que la expresion quedard como:

Fa i)~ fa) = PV 4 tpp <0

lo que lleva a una contradiccion que niega la hipdtesis que asumimos antes, completando
ast la prueba. [

PROPOSICION 4.5. Condicién de suficiencia: Sea x* € R":Vf(z*) =0 y

WV f(z*)w >0 VYw €R™, entonces x* es un minimizador local del problema 3.1.

PRUEBA 4.5. Como V?2f(z) es continua, entonces:
Ir>0:w'Vi(2)w >0, YweR", Vz€ B,(r);

ahora tomemos p €ER™:z = (z*+p) € By(r) vy al utilizar la aprozimacion funcional

de sequndo orden nos queda

Ft+p) = fa) 4 VI D+ 5V, 1€ (0.1) = & +p) — f7) >0

luego x* es un minimizador local. [

Las condiciones necesarias y suficientes de segundo orden estan asociadas a ciertas
propiedades de la matriz hessiana. A continuacién describimos estas propiedades.

4.4. Coémo identificar una matriz Semi-Positiva Definida (SPD).
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DEFINICION 4.1. Una matriz simétrica A € R™" es Semi-Positiva Definida (SPD)
cuando w'Aw > 0 Yw € R". Cuando la desigualdad se cumple en forma estricta, es decir

que W'Aw > 0 Yw € R" entonces se dice que la matriz A es Positiva Definida PD.

Si bien la definicion permite identificar matrices SPD, estas matrices poseen también

algunas caracteristicas particulares que en algunos casos facilitan la tarea. Estas son:

Sea la matriz A de dimensiones (nxn), una matriz simétrica, es decir, A" = A, entonces:

» Existe la matriz C' ortogonal (es decir, C*'C = I) tal que C*AC = D, donde D
es una matriz diagonal que contiene los autovalores de A.

» Los autovalores de A son reales.

Ahora sea A ademéas de simétrica una matriz SDP, es decir, w'Aw > 0, Vw € R",

entonces:

1. Los elementos de la matriz diagonal D son todos no negativos
2. Los determinantes de todas las submatrices de A son no negativos

De manera que si se tiene una matriz simétrica como el Hessiano de una funcion de

R"™ — R, se sabra que es SPD si se cumple cualquiera de las condiciones 1 6 2. En el caso
en que cualquiera de las dos condiciones se cumpliera como desigualdad estricta, entonces
podemos asegurar que la matriz A es Positiva Definida (PD).
De igual manera, si en las afirmaciones anteriores hablamos de que los elementos de la
matriz diagonal D y los determinantes de las submatrices de A son “no positivos” podremos
asegurar que la matriz A es Semi-Negativa Definida (SND) y si son “negativos”, que la
matriz A es Negativa Definida (ND).

EJEMPLO 4.1. Hallar el minimizador x* de la funcion f(x1,xs) = 23 — 11209+ 23 — 325,

SOLUCION 4.1. Buscamos primero la condicion necesaria de primer orden al determi-

nar los puntos estacionarios, es decir, los puntos donde el gradiente es cero,

Vf($1,$2)2<_;ﬁ2_£2_3>:<8) < <2 ) :<;)
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ahora buscamos la condicion necesaria de sequndo orden, mediante la determinacion
del Hessiano de f

2 -1

1 9 ) = Det(VQf(l’l,l’g)) =3>0

V2f(l’1,$2) - (

El resultado anterior nos indica que V2f(x1,xs) es Definida Positiva, por lo tanto,
podemos invocar la condicion de suficiencia y asequrar que el punto hallado z* = (1,2)"

es un minimizador local.

EJEMPLO 4.2. Hallar el minimizador x* para la funcion f(xy,13) = 23 — x2x9 + 223.

SOLUCION 4.2. usando el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior se puede

determinar que

0

eroo=(g0) - wea-( 5 ")

Det(V2£(0,0)) =0 , Det(V2f(6,9)) = —72 <0

V£(0,0) = V£(6,9) = ( ! )

De manera que podemos asequrar que ninguno de los puntos es un minimizador de f.
Dejamos como ejercicio para el lector el determinar si con con los datos obtenidos arriba

es o no posible definir qué tipo de punto estacionario es (6,9)".

Observe que las condiciones de optimalidad desarrolladas s6lo aplican para minimos
o maximos locales, lo que deja abierta la pregunta: ;es posible definir condiciones sobre

un punto z* y una funcién f que determinen que ese punto es minimo global de f7.

PROPOSICION 4.6. Si z* es un minimizador global de f, entonces Vf(z*) = 0 y
V2f(z) es SPDVx € R". Si Vf(z*) = 0 y V2f(x) es PD Vx € R", entonces z* es un

minimizador global de f.

PRUEBA 4.6. Se obtiene directamente de las proposiciones 4.4 y 4.5. O
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4.5. Funciones Convexas.
DEFINICION 4.2. Funciones convezxas: [ : R" — R es convera si:

fiA+ (1 = Nxg) < Af(z1) + (L= N)f(za), Vo, 20 €eR", VYA€ 0,1] (4.2)

PROPOSICION 4.7. Sea f € C!, entonces:
[ es conveza & f(y) > f(x) + Vf(z)(y —x), Vo,y €R"

PRUEBA 4.7. Probemos primero la implicacion hacia la derecha, de manera que acep-

tamos que f es convexa, por lo que se cumple la ecuacion 4.2 y podemos escribir:

FAy = 2) +2) S MNfly) = f(2) + flo) = RGO < r(y) — f(a), YA € [0,1]

y tomando el limite cuando X | 0 se completa la prueba

o JE Ay =) = ()
20 A

< fly) = flx) = Vf(@)(y—2z) < fly)— flx)

Probemos ahora la implicacion hacia la 1zquierda. Tomando como cierta la ecuacion

a la derecha de la doble implicacion, podemos escribir que para x1,x9 € R", se cumple:
M) = Mf(@) + Vi) (21— )
L=Nf(z2) = (1=N(f(2)+ V(@) (x2 - 2))
y al sumar ambas ecuaciones nos queda:
M)+ @ =Nf(22) = f(@)+ V(@) Az + (1= Nz — 2) (4.3)

Finalmente podemos hacer © = Ax1+(1—N)xo sin perder generalidad, y al sustituir esta

expresion en la ecuacion 4.3, se completa la prueba de la implicacion hacia la izquierda.
O

PROPOSICION 4.8. Sea f € C?, entonces
f es covera < V2f(x) es Semi-Positiva Definida (SPD).

PRUEBA 4.8. para hacer la prueba hacia la derecha nos valemos del desarrollo funcio-

nal de sequndo orden

fly) = f@)+ V(@) (y—2) +%(y—x)tVQf(fEH(y—x))(y—x)7 te(0,1) (44)
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pero dado que [ es convexa, se cumple que Vr,y € R"

fly)— fl@) =V f@)(y—=z) > 0 yporlotanto (4.5)
(y—o)'Vflz+tly—a)(y—2z) > 0 V(y—=z)eR" (4.6)

lo que completa la prueba hacia la derecha. Para la prueba hacia la izquierda basta con
observar que la expresion 4.6 serd cierta por hipotesis, de manera que st la sustituimos en
la expresion 4.4 directamente obtenemos la expresion 4.5 que nos dice que la funcion es
conveza y se completa la prueba. [

PROPOSICION 4.9. Sea z* € R" : Vf(x*) =0 con f € C' conveza; entonces z* es un
minimo global de f.

PRUEBA 4.9. Como [ es conveza se cumple que f(x) > f(x*) + V f(x*)(z — %)
pero como Vf(z*) =0, queda f(z)> f(a*),Ve €R" vy se completa la prueba. O

PROPOSICION 4.10. Si f : R® — R es una funcion convezxa, entonces todo minimo

local es también minimo global.

PRUEBA 4.10. Asumamos que x* es un minimizador local pero no global y tomemos
un punto cualquiera en el segmento Az*+ (1 — )T, A € [0,1] que une a x* con un
TER": f(T) < f(z*), entonces se debe cumplir que:

fOrr+ (1 =0)7) < Af(@)+ A =Nf(@) < Af(@)+ 1@ =Nf(z") = fz)

pero podemos ver claramente que si tomamos A de manera que A\x* + (1 — \)T esté en el
entorno donde x* es el minimizador local, obtendremos una contradiccion para la hipotesis

de la que se partid, de manera que x* debe ser un minimizador global. [

EJEMPLO 4.3. En el ejemplo 4.1 determine si el minimizador local hallado (1,2)" es
también un mintmizador global.

SOLUCION 4.3. Recordamos que Det(V2f(x1,z2)) > OVx € R?, es decir que el Hessia-
no de la funcion es Positivo Definido; de manera que aplicando directamente la proposicion
4.6 podemos asegurar que x* = (1,2)" es un minimizador global. También se puede llegar
a este resultado aplicando las proposiciones 4.8 que nos permite asequrar que la funcion es
convezxa y la proposicion 4.10 que nos dice que todo minimo local de una funcion conveza
es también un minimo global.
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4.6. Ejercicios propuestos - 1.

PROBLEMA 4.1. considere el problema min{z? — zyxy + 223 — 221 + 722}

a: escriba las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden. ;FEs esta con-
dicion también suficiente?; ;por qué?.

b: ses x = (0,0)" una solucion?, si no, identifique una direccion d a lo largo de la
cual la funcion decrece.

c: minimize la funcion a partir de (0,0)" en la direccion d obtenida en la pregunta
anterior.

PROBLEMA 4.2. considere el problema min{||Az —b|3}, A€R™" becR™

a: de una interpretacion geométrica del problema.

b: escriba una condicion necesaria para optimalidad. ;Es esta condicion también
suficiente.

c: sexiste una unica solucion?, ;por qué?.

d: ;puede expresar la solucion en forma de ecuacion cerrada?. Especifique cualquier

suposicion que pueda necesitar.

1 -1 0 2

0o 2 -1 1
e: resuelva el problema propuesto para: A = , b=

0o 1 0 1

1 0 1 0

PROBLEMA 4.3. para aproximar una funcion g en el intervalo [0,1) mediante un po-
linomio p de grado < n, se minimiza el criterio: f(a) = fol(g(x) — p(x))? dr , donde
p(x) = anz™ + ap12" '+ +ag

Hdllense las ecuaciones satisfechas por los coeficientes dptimos @ = (ay, as, ..., ay)

PROBLEMA 4.4. para la funcion f(z,y,2) =222 +ay+y*> +yz+22—6x—Ty—82+9

a: utilice las condiciones necesarias de primer orden para hallar un punto minimi-
zador de la funcion.

b: verifique que el punto hallado es un minimo relativo comprobando que se cumplen
las condiciones suficientes de sequndo orden.

c: demuestre que el punto es un minimo global.
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PROBLEMA 4.5. Dado f(x1,22) = 271 + 6x9 — 202 — 322 + 4179 demuestre que —f

€s convera.

PROBLEMA 4.6. ;Cudles de las siguientes funciones son convezas, cudles concavas (es

decir, que —f es convera) y cudles son ni concavas ni convexas?

a: f(z1, 7)) = 2 + 21129 — 1021 + 529
b: f(x1,x5) = 21" (T1H72)

c: f(z1,m9) = —2 — bl + 2x179 + 1021 — 1024
a: f(x1, o, 13) = 223 4+ 1129 + 23 + 223 — 6123
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5. METODOS ITERATIVOS

5.1. Idea general. El esquema general del los métodos iterativos es como sigue:
Se parte de un punto inicial o € R™ y hallamos xy,; como xp,1 = ) + audy, donde

ay € R es el tamano o longitud del paso y di, € R" es la direccién unitaria de btisqueda.

5.2. Rapidez de convergencia. Sea la sucesion {z;} C R* , k > 1 tal que

Hkaoo T = T eR"™.
DEFINICION 5.1. Se dice que {x} converge en forma §-lineal a & si:

3C€[0,1) ¢ |logp — 2| < Oz — 2]

Se dice que {xy} converge en forma §-lineal a T si:

|lzki1 — z|| < Cyllze — 2|, donde {Cy} €Ry llcle Cr=0

Se dice que {xy} converge a & en forma §-orden al menos p si:
g — 2| < Cllag — 2P Y k>k; C>0; p>1

EJEMPLO 5.1. Dado xp = 1+ 27", se sabe que {xy}r0o = 1. Determine que tipo de

rapidez de convergencia registra esta sucesion.
SOLUCION 5.1.
|Tgr — 1) = [1+27FD — 1) = 275D Juego|zyyy — 1] = % |z — 1]
lo que indica una convergencia §-lineal con C' =1/2.

EJEMPLO 5.2. Dado zj, = 1 + 272", se sabe que {2k }k1oo = 1. Determine que tipo de

rapidez de convergencia registra esta sucesion.
SOLUCION 5.2.
or =1 = (142727 1] =272 = (27)? luego |wpgn — 1] = |zp — 1

lo que indica una convergencia §-cuadrdtica con C = 1.
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6. METODOS CUANDO f:R — R (caso unidimensional)

6.1. Meétodo de la seccién Aurea. Sea g : R — R una funcién unimodal en el
intervalo [a, b] (es decir que tiene un s6lo minimo en ese intervalo), para la que se desea
hallar min.cpp (7). Los pasos del método de la seccién Aurea aplicado a este problema

serfan como sigue:

= Se divide el intervalo en tres utilizando los puntos ag , A\g , o , by de manera
que a = ag < A\g < g < bg = 0.

= Se evalia la funcion en los cuatro puntos de manera que se producird uno de los
dos caso siguientes:
1. Sig(Ao) > g(po), hagoas = Ao, by =by, A\t = o, 1 = a1+ (1—a)(by—aq)
2. Sig(No) < g(mo), hagoby =po, a1 =ag, 1 =X, M =a+(1—a)(by—aq)

= Repetir estos pasos hasta que se alcance la condicién de parada, siempre esco-
giendo los nuevos puntos de manera que se mantenga que p; = a; + a(b; — a;) y
que \; = a; + (1 — a)(b; — a;), donde o = @

El pseudocddigo del método seria como sigue:

28I b —ax| <e€ PARE

A =ap+ (1 —a)(by — ax) pe = ap + a(by — ay)

: Evalde g(Ac) , g(me)

: ST g(Ae) > g(1u), Haga ap1 = A, by = i, A1 = 1k
(SI NO), Haga agy1 = ak , bri1 = i, st = Mk

: Haga k =k + 1 y regrese al paso 2

A I

=]

6.2. Método de bisecciéon. Sea g : R — R una funcién tal que los signos de g(a) y

g(b) son distintos y se desea hallar el punto & donde g(z) = 0. El método de biseccién con-

+b
o
el intervalo cuyos extremos verifican que la funcion tiene signos diferentes. Este procedi-

siste en evaluar la funci6n en el punto medio del intervalo g(“%*) conservando solamente
miento se repite hasta que el intervalo resultante sea menor que un e predeterminado.
Ahora bien, sabiendo que la condicion necesaria de primer orden nos dice que para que

x* sea un minimizador de g, se requiere que ¢’'(z*) = 0, bastara con aplicar el método de
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biseccion a ¢’ para ubicar los posibles minimizadores de g.

6.2.1. Convergencia del método de biseccion. Una de las caracteristicas del método
de biseccion es su rapidez de convergencia lineal con C' = 1/2 pues |by1—ag1| = %\bk—ak|

y Hkaoo ap — Hkaoo bk = x*.

6.3. Meétodo de Newton. El método de Newton como el de biseccion sirve para
hallar puntos donde la funcién se anula, de manera que si se desea utilizar para hallar
puntos estacionarios de la funcién, deberd utilizarse sobre la derivada de esa funcién
pues como ya sabemos la condiciéon necesaria de primer orden nos indica que la primera

derivada de una funcién debe anularse en los puntos minimizadores.

¥ - g(X0) = g'(X0).(X-X0)
y=0= X=X1
-...g(X0) X1 - X0 = - [g{X0) f g'(X0}]

¥4

*a,
.,
s

b3
s
,
.,
*a
*,

Q
.,
s,
.,
",
s
.
a
*
.,
*
.

v,
o
8
"y
£
b
L

.
ay
LN
L
B
.,
.
.

y - g(X1) = g'(X1).(X-X1)
¥y=0 X=X2
X2 - X1 = - [g(X1) 1 g'(X1)]

",
i
;.
.

FI1GURA 1. Método de Newton

En la figura 1 se muestra como se lleva a cabo la bisqueda del punto donde la funcién
g se hace cero. Partiendo de un punto z, se halla el valor de la funcién ese punto g(xo)
y el de su derivada ¢'(z¢) y se construye la recta tangente a g(z) que pasa por el punto
(20, 9(x0)). Una vez definida esa recta, se halla su punto de corte con el eje horizontal
x1 y a partir de este se repite el proceso, es decir, se halla el valor funcional g(z;) y el
valor de la derivada en ese punto ¢'(x7), la recta tangente a g(x) que pasa por el punto
(x1,9(z1)) y el corte de esta recta con el eje z5. El proceso se repite hasta que g(xy)
esté suficientemente cercano a cero o hasta que se cumpla algin otro criterio de parada
definido por el usuario.
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De las ecuaciones que aparecen en recuadros en la figura 1 es facil ver que el nuevo
punto puede ser definido en base al anterior como:
9(@)
/
9'(x)

De manera que para aplicar el método en la biisqueda de minimizadores se requiere que la

Lk+1 = T —

funcién sea dos veces derivable pues como en el método de biseccion, en lugar de buscar

las raices de g(x) se buscaréan las de ¢'(z).

6.3.1. Convergencia del método de Newton.

PROPOSICION 6.1. Sea g : R — R que satisface g € C*; 3i : g(2)=0; ¢(2) #0,
entonces, para un xo suficientemente cercano a & se cumple que la sucesion {x;} converge

a & en forma Q-cuadrdtica.

PRUEBA 6.1. De la expresion que define los términos de sucesion {xy} tenemos que:

(o1 — 2] = |24 — 9(x) sl = (zr — 2)g'(x1) — g(7)
k+1 k gl(xk) gl(xk;)
pero, g(#) = gla) + g (@)E —24) + 30 M)E — 5l = 0 5 0 € (mod)

Luego si sustituimos el valor de g(xy) de la segunda ecuacion en la primera nos quedard

1

"

9'(xr)
y si xp estd en el entorno de I, entonces Ik, ko >0 = |¢" (k)| < ka2 v |9 (xx)| > k1.

|z, — #|?

Finalmente, si 2% |z, — 2] <1 ésto implicaria que eriste convergencia y que la misma

es Q-cuadrdtica. [

6.4. Meétodo de la secante. Como en el método de Newton, se busca trabajar con
una aproximacion lineal de la funcién en un punto, pero en lugar de utilizar la derivada
de la funcién, ésta se aproxima construyendo la secante que pasa por dos puntos suficien-
temente cercanos; es decir, defino g, z, muy cercanos uno del otro, hallo g(z), g(z,) y
calculo los puntos de {z;} como:

T — Tk—1
9(wx) — g(wx-1)

T = T — g(z) < ) con  To-1 = Ty

6.4.1. Convergencia del método de la secante.
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PROPOSICION 6.2. Sea g : R — R que satisface g € C*; 3% : g(2)=0; ¢() #0,

entonces, para un o suficientemente cercano a T se cumple que la sucesion {xy} converge

a T con orden p = 1_7\/5

PRUEBA 6.2. Llamemos gla,b] = 9t -s(@) . gla,b,c] = glabl=9lbd rtilizando el teorema

b—a a—c

de punto medio y la aproximacion de sequndo orden de la funcion, obtenemos que

g(wr) = g(xe—1) = g'(m)(vx — 24-1) parany, € (Tp_1,Tr) Y (6.1)
1

glek_1,zg, 2] = ig"(fk) para & € segmento que une a xTy_1, T, i(6.2)

De la expresion que define los términos de sucesion {xy} tenemos que:

N N Tk — Tg—1 . 1
Ty — 2 = xp— & — g(xg) = xp — & — g(xy) 9[7

9(xr) — g(xr-1) Tg—1, T

(x, — 2)g[xk—1, K] — (9(zk) — 9(2))

Tpp1 — & = pues g(&) =0
glrr—1, zi]
rier = = (o= @) (DI IRI) g gy (et ]
glzr—1, zx] glzr—1, zx]
St ahora hacemos uso de las ecuaciones 6.1 y 6.2 y ademds tomamos dos constantes
ki ko %g”(gk) < ki y ¢(ng) > ko Vi suficientemente cerca de I, entonces la
erpresion anterior quedard como:
. 9" (&) 5 A ki A R
— 5 = — ) < L — L
Tpi1 — T 25 (10) (2 — &) (rp—1 — ) < o, (2 — 2)(Tp—1 — T)

De manera que podemos decir que para k suficientemente grande, existird una constante
M tal que:

[T — 2| & Moy — 2| |op-y — 3
Si ahora llamamos e, = |x — | y tras sustituirlo en la expresion anterior tomamos

logaritmos, nos quedard:

log Mep1 =~ log Mey, + log Mey,_1 o wvisto de otra forma (6.3)
Yeel = Yp + Yp_1 (Fibonacci)
Ahora bien, para la sucesion de Fibonacci se sabe que limyo y;;:1 = 1_2‘/5 =17, 0 lo que

Yk+1

=T Aplicando ésto a

es lo mismo, que para k suficientemente grande se cumple que
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la ecuacion 6.3 no queda que para k suficientemente grande,

log(Meg.1) = tlog(Mey) ~ 0
Mep,+1 = M7e;, = e = Cep, U

6.5. Meétodo de diferencias finitas. En método de diferencias finitas es una va-
riante del método de Newton en la que se sustituye la derivada por su diferencia finita,

de manera que los términos de la sucesion {x;} quedan ahora expresados como:

Tre1 = g — g(p) (g(xk + :)k— g(fﬁk))

6.5.1. Convergencia del método de diferencias finitas.

PROPOSICION 6.3. Sea g : R — R que satisface g € C*; 3i : g(2) =0; ¢'(2) #
0, con xy suficientemente cercano a T y hy satisfaciendo una de las tres condiciones

stguientes,

1. |hg| < n para algin n suficientemente pequerio.
3. |hi| < Clay — #| para algin C > 0, o, |hi| < Clg(ax)| para algin C > 0.

entonces existe convergencia lineal cuando hy cumple con la condicion 1, convergencia
superlineal cuando hy cumple con la condicion 2 y convergencia cuadrdtica cuando hy

cumple con la condicion 3.

PRUEBA 6.3. Ejercicio: dejamos al lector la elaboracion de la prueba de esta proposi-

cion para la cual bastard que aplique lo utilizado en las pruebas de convergencia anteriores.

6.6. Uso de estos métodos en la bisqueda de minimos de g : R — R. Notese
que para todos los métodos presentados hasta ahora, excepto para la seccién aurea, lo
que se halla es un punto donde la funcién se hace cero; de manera que para utilizarlos en
la busqueda de minimos de la funcién es necesario trabajar con la derivada de la misma
a fin de conseguir los puntos estacionarios, es decir, los puntos donde la primera derivada

de la funcion se anula.
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Los métodos més utilizados en la busqueda de 6ptimos suelen ser el de Newton y
sus variantes (el de la secante y el de las diferencias finitas), principalmente debido a su

rapidez de convergencia pues bajo ciertas condiciones puede llegar a ser cuadratica.

TEOREMA 6.1. Sea & = min,er g(x) con g € C?; ¢"(2) # 0, entonces el método de
Newton y sus variantes convergen a T en forma @Q-cuadrdtica, cuando xy estd suficiente-

mente cerca de T.

PRUEBA 6.1. Se obtiene directamente de las pruebas de rapidez de convergencia para
cada uno de los métodos. [

En cuanto a las ventajas y desventajas mas importantes que presenta cada método
estudiado, el cuadro 1 muestra un resumen comparativo basado principalmente en la
rapidez y sencillez de cada uno.

Método Ventajas Desventajas
Biseccién | sencillo, no necesita derivadas lento, requiere intervalo inicial
Sec. Aurea | sencillo, minimiza directamente lento, requiere intervalo inicial
Secante rapido, no necesita derivadas convergencia local
Dif. finitas | rapido, no necesita derivadas convergencia local
Newton rapido necesita derivada, convergencia local

CUADRO 1. Ventajas y desventajas de los métodos estudiados para el caso
unidimensional
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7. TECNICAS DE GLOBALIZACION - (parte I)

Como se mencion6 antes, la idea general de los métodos iterativos viene dada por
la formula de actualizacion z,. 1 = x + aidi. En esta seccidén estudiaremos condiciones
que nos permitan asegurar que la direccién d; y el tamano de paso «; efectivamente nos

acercaran a un punto con las caracteristicas deseadas.

7.1. Direcciones de descenso.

DEFINICION 7.1. Sea f : R" — R; decimos que d € R™ es una direccion de descenso

para f en el punto x € R" si y sélo si Vf(x)'d < 0. Si d es de descenso, entonces
d& : f(r+ad) < f(z) Vae (0,4

7.2. Bfusqueda lineal. Se llama busqueda lineal a la biisqueda de un tamano de
paso que permita al método iterativo acercarse a la solucién de manera efectiva en cada
iteracion. Dependiendo de la forma en que se realice esta busqueda, se habla de basqueda
lineal exacta o de biisqueda lineal inexacta.

DEFINICION 7.2. S llamamos o al valor de o para el cual se registra el mayor des-

censo de f a lo largo de la direccion d, entonces:
af = arg{m;’glf(x +ad)} (7.1)

Cuando la busqueda del tamano de paso se realiza resolviendo la ecuacion 7.1 entonces se

habla de una bisqueda lineal exacta.

Para conocer como se realiza la biisqueda lineal inexacta primero introduciremos al-

gunos COHCGptOS.

7.3. Condiciones de Armijo y Goldstein. En general los métodos iterativos
(con excepcion de los no mondtonos) buscan conseguir en cada iteracién una direcciéon de
descenso y un tamano de paso que les permita acercarse suficientemente al minimizador
de la funcioén; sin embargo, la existencia de esta direccion por si sola no garantiza que se

convergera a la solucién buscada. Considérese el siguiente ejemplo.
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Sea f(z) =2% ; wo=2 ; di = (=1)*1 ; «ap=2+3(27%"), donde d;, y ay, son
la direccion de descenso y el tamano del paso respectivamente en en cada iteraciéon; De
manera que z, = (—1)F(1 + 27k). Es facil ver que a pesar de que la direccion resulta de
descenso en cada iteracion k, la sucesion {z;} no sblo no converge al minimizador de la
funcién z = 0 sino que tendra dos puntos de acumulacion, —1 y 1.

Considérese el mismo problema donde ahora d, = —1y ap = 2%, de manera que
k—1 - . , .
z, =2—> i, 5. En este caso, si bien la sucesion siempre se estd acercando a la solucion,
nuevamente no converge a ésta sino a x = 1.

De los ejemplos anteriores resulta evidente la necesidad de incluir condiciones adi-
cionales para asegurar que el movimiento realizado en cada iteracion efectivamente nos
acerque de manera suficiente a la soluciéon. En otras palabras, debemos establecer una
cota superior y una inferior para cada paso, a fin de asegurar que la sucesiéon convergera
a una solucion del problema; estas cotas son respectivamente las condiciones de Armijo y
de Goldstein.

Condicién de Armijo: f(zy41) < f(z) + 9V f(zp) owd; 1€ (0,1).
Condicién de Goldstein: Vf(z;1)'dy > BV f(zx)'di; B€(0,1).

En la figura 2 se muestra como la condicién de Armijo establece la cota superior del

tamano de paso dependiendo del valor que se le de a 7.
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En cuanto a la condicién de Goldstein, notese que si llamamos 6, al angulo existente
entre Vf(a:k)t y di y llamamos 6,1 al angulo existente entre Vf(zk+1)t y dj, entonces

puede ser re-escrita como:

IV @) ldill cos(Oka) = BV f(@r)[H]di| cos(Br) =
= ||V f(xgs1)| cos(Or1) > =BV f(zr)| |cos(0k)| pues cos(fy) <0
es decir, que para aceptar el nuevo punto zj,1, la condicién exige una disminuciéon su-
ficiente (basada en el valor de (3) bien sea del mddulo del gradiente en el nuevo punto

|V f(zks1)||, del modulo del angulo |0y41| que éste forma con la direccién de descenso d,
o de ambos.

EJEMPLO 7.1. Sea f(x1,72) = af + 23 + a3 con xp, = (1,1)" y dp = (=3, -1)", y se
desea hallar un tamano de paso que cumpla con las condiciones de Armijo y Goldstein
paran=0,1y 0 =0,5.

SOLUCION 7.1. Primero verificamos que d;, es una direccion de descenso:
V1D e = (6,2)(=3,-1)" = =20 < 0 = d}, es de descenso

Ahora tomamos x(a) = xp + ady, probamos para varios valores de « y tabulamos los

resultados a comparar en el cuadro 2.

‘ « ‘ r() ‘ f(z(a)) ‘ f(7p) +77@Vf($k)tdk ‘ Vf(z(a)) ‘ Vf(:v(oz))tdk ‘ ﬁvf(ﬂsz)tdk ‘

L] (—2,0) 20 1 (—36,0) 107 —10
05| (—0,5,1,5) | 2,5625 2 (—1,5,3) 75 —10
0,1](=0,7,1,1)7| 1,0401 2.8 (—2,772 ,22)'| 10,516 ~10

CUADRO 2. Ejemplo de bisqueda lineal inexacta

Los resultados muestran que la condicion de Goldstein se cumple para todos los valores
de « escogidos pero la de Armijo sdlo se cumple para o = 0,1; de manera que si bien todos
los tamanos de paso cumplen con la cota inferior, sélo el ultimo cumple con la cota superior

para el n establecido.

El ejemplo anterior nos lleva a platearnos la pregunta: jes posible establecer pa-
rametros que nos permitan hallar siempre un o que satisfaga las condiciones
de Armijo y Goldstein ?.
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PROPOSICION 7.1. Sea f : R* — R ;ay,d, € R® : Vf(x)'dy < 0y supongamos
que {f(zx + ady) : a > 0} estd acotada inferiormente. Entonces si 0 <n < <1 =

3 A, N > 0 tal que xpy = x1 + Ady satisface las condiciones de Armijo y Goldstein
VA e ()\l, )\u)

PRUEBA 7.1. Sabemos por el teorema del valor medio y por la definicion de derivada
direccional que:

Flap + Mdy) = fz) + AV f(2p + Ady) . con A € (0,)) (7.2)

t . flxe + M) — f(xg)
V() dy = 1;{{)1 3

de manera que para \ suficientemente pequeno se cumplird que

AV f (@) di = faze+ Ady) — f(a)

ademds, como n < 1 se cumple que

DAV f () di > AV f(z1) die YA
es;decir, que f(xg + i) — f(zr) < nAV f (1) dx

y por consiguiente, he encontrado que efectivamente existe A tal que la condicion de Armijo
se cumple VX € (0, ).

Ahora bien, dado que en las condiciones establecimos que f(xy + Ady) estaba acotada
inferiormente, entonces debe existir un \ para el cual la expresion anterior se conuvierte
en tqualdad. De manera que combinando esta igualdad con la expresion 7.2 obtenemos

que:

DAV f(2) de = flae+ Adi) — flze) = AV f(zp + Ady) dy,
y como 3 >n queda V f(xy —i—Xdk)tdk > Vf(zp)'d, YA€ (0,))

asi que hemos encontrado que la condicion de Goldstein también se cumple, completando
ast la demostracion. [

DEFINICION 7.3. Cuando la busqueda del tamario de paso se realiza mediante tanteo,
tratando de que el mismo cumpla las condiciones de Armijo y Goldstein, entonces es una
bisqueda lineal inexacta, a veces también llamada regresién o backtraking. Cuando
se cumplen las condiciones invocadas en la propsicion 7.1, siempre serd posible realizar

una busqueda lineal inexacta existosa.
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Ahora nos interesa establecer una relacion entre estos tamafnos de paso «y y el hecho
de que al utilizarlos el gradiente de la funcion V f(z) pueda acercarse a 0. El teorema 7.1
que aparece mas abajo, nos presenta esta relaciéon permitiendo asegurar que si el angulo
entre al gradiente en cada punto de la sucesion V f(zy) y la direccion de descenso utilizada
dy se mantiene lejos de 7 entonces el gradiente tenderé a cero.

Antes sin embargo, introducimos una definiciéon que nos permitira relajar la condicion
de que f sea continuamente derivable dos veces y por lo tanto, incluir en el estudio un
rango mas amplio de funciones.

DEFINICION 7.4. Sea f : R — R : f € C'. Decimos que Vf es una funcion

Lipschitz continua con constante v en el conjunto abierto D C R" y se denota como
Vf e Lip,(D), si:
IVf(@) =Vl < vlle—yl Yo,yeD

Evidentemente f € C? = f es Lipschitz.

TEOREMA 7.1. Sea f:R—R : fe€C', Vfe€ Lip,(R"), f(x)>p€R VxR y
consideremos a {xy} definida por la expresion xy1 = xp+agdy, donde dy, es una direccion
unitaria de descenso y ay satisface las condiciones de Armijo y Goldstein. Entonces, si
llamamos 6y, al dngulo entre N f(x},) y di, se cumple que " cos® 8, |V f(x)|°, converge
y por lo tanto:

Hm cos® (1) |V f (z4)|* = 0

cos(fh) > cos() > cos(3) = lm[[Vf(z)[* = 0

PRUEBA 7.1. Si o) = Vf(xk)tdk, entonces como la condicion de Armijo se cumple,

f(x1) < nagoy

f(x2) < for) +nagor < f(xo) + noog + naioy

luego  f(x;) = f(z0) < 0D awor = Um(f(z;) = f(wo)) < Ny agoy
k>0 k=0

pero apor <0 y f(z) > ¢ porlotanto Zakak =—-M con M>0
k>0
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por otro lado, como la condicion de Goldstein también se cumple,
Vf(res)'dy > BV f(zp)'dy = Bop =
Vf(zper)'dr — V f(zi)'dy > BY flar)'dy — V(zp)'de =
(Vf (i)' = V() )de > (8= 1)V (ar) d
utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (a'b < ||a|||[b]]) y el hecho de que f es

Lipschitz, y combindndolo con la ecuacion anterior, obtenemos:

ay llzin =l 2 an [V f(zen) = V@) ldll = an(8 = 1)V f(a) d

pero ek — x| < ag—y luego
-1 —1
Qg 2 (5—1)ak0k = O 2 <L)) O = OpQg S <L)) O',% =
g Y
Z B—1) 2
ooy < Z o lo que completa la prueba [
k>0 v k>0

7.4. Algoritmo general para realizar una btisqueda lineal inexacta. Ahora
se establece un método general que puede ser utilizado en la bisqueda lineal inexacta, o
back-tracking. El método es como sigue:

DadosnE(O,%); O<l<u<l;a=1
Mientras f(xy + agdy) > f(zx) + noszf(xk)tdk, repita el paso 3
Haga o < prow ; pr € (1, u)

=W o

Haga xp 1 = xp + audy

En otras palabras, se escoge inicialmente un paso unitario y se va reduciendo hasta que
se cumpla la condicién de Armijo. La de Goldstein serd automéaticamente cumplida pues

sabemos que basta con escoger 3 :n < ( < 1.
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7.5. Ejercicios propuestos - II.

PROBLEMA 7.1. considere la expresion x, =1+ % Vk >0 y responda.

a: ;{xy} converge a 1 en forma Q-lineal?.
b: ;{x;} converge a cualquier constante ¢ > 0 en forma Q-lineal?. ;Qué tipo de
convergencia es ésta?.

c: s{xr} converge a 1 con Q-orden | para cualquier constante | > 17

PROBLEMA 7.2. Implemente en Matlab los métodos de biseccion, de Newton, de la

secante y el de diferencias finitas, y utilicelos para hallar x* : f(z*) =0, con:

a: f(z) =22 -1
b: f(x) =2 —-2x+1

Considere a xo = 2 como punto inicial para los métodos de Newton, de la secante y de

diferencias finitas y a [ag, bo] = [—1, 3] como intervalo inicial para el método de biseccion.

Compare niimero de iteraciones y rapidez de convergencia de los métodos. Haga prue-
bas adicionales partiendo de otros puntos iniciales y observe que sucede. En particular

comente por qué el método de Newton tiene ese comportamiento para la funcion en b.
PROBLEMA 7.3. Considere ahora el problema min f(x) ; f(z) = —%4 + ”%3 + 22
a: Resuélvalo utilizando los métodos de Newton y de la secante, partiendo de xq = 1.

Comente sus resultados.

b: Repita lo anterior para f(z) = sinx — cos 2z.

PROBLEMA 7.4. sea f:R—R : f(z)=0.

a: probar que si f'() =0 ; f"(z) # 0, entonces el método de Newton converge
en forma Q-lineal a & con limy;o, 621 =1
b: generalizar para el caso f'(2) = f"(2) =--- = fON(&) =0 ; fO+D(3) #0.

Sugerencia: usar las aproximaciones de Taylor para la funcion y sus derivadas.
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8. METODOS CUANDO f:R" — R (caso multidimensional - parte I)

8.1. Método de mayor descenso (Steepest descent). El método de mayor
descenso, también conocido como método de Cauchy o del gradiente (ver comentario
8.1 més abajo), consiste en utilizar la direccién de descenso que resuelve el problema
ming, Vf(21)'dr , con ||di|| =1 en cada iteracion; y la solucién de este problema viene
dado por:

min Vf(@)'dy = mineoso,) ||V (@) dell cos(0h)
k
= —IVF@)ll pues ldil =1
V()

= Ak = ~ 9T

Una vez conocida la direccién a utilizar en cada iteracidén, pasamos a enumerar los

pasos del algoritmo.

Paso 0: dado un punto inicial zy € R™

Paso 1: para k£ =0,1,... hasta obtener convergencia, HAGA
d. = — Vf(zk)
k IV f(@e)ll

ap = argmingso [f(zx + ady)]

Tht1 = Tk + apdy

COMENTARIO 8.1. Cuando la direccion de descenso utilizada es d, = —V f(xy) en

vV f(zk)

lugar de dy = — 797

entonces se le suele llamar “método del gradiente”.

Ahora veamos la aplicaciéon del algoritmo en un ejemplo sencillo.

EJEMPLO 8.1. Realizar un paso del método de mayor descenso para minimizar f, con

f(x1,22) = %ﬁ + %x%, zr = (9,1)".

SOLUCION 8.1. Vf = ( . ) =  Vf(9,1)= ( 3)
2

9z
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IV £(9,1)[| = VI62 = 9v2 ;(n:_%<1>

b 1 g Y
x + ady = (9, 1) —ﬁa(l,l) —<9 \/5,1 \/§)

-5

2 2
B |1 9 o 9 1 o
ak—arglglzlgl 3 _ﬁ —|—§ _ﬁ

o = argmin
a>0

1

T——§<9\/§—OK>—§<\/§—OK>—O = ()4—9\/§
Elentod) 1,9 5, = ap =92
da? S22 £

Tt1 = Tg + o dy = (97 1)t + 9(17 1)t = (187 10)t

Del ejemplo anterior se puede observar que puede llegar a ser muy dificil la biisqueda de
«, de hecho, la literatura registra que en algunos casos resulta imposible. A continuaciéon
analizaremos el uso del método de mayor descenso en un tipo de funciéon que es muy
utilizada en la practica.

DEFINICION 8.1. Cuando f : R™ — R es tal que f(z) = 32'Qz — b' + ¢ con Q € R™™",
b,c € R", entonces se dice que [ es cuadrdtica. Ademds st () es simétrica y positiva

definida (PD), entonces se dice que [ es cuadrdtica positiva definida.

Para una funcién f cuadratica positiva definida, se cumple que V2f(z) = Q — (PD)
y por lo tanto f es convexa. Ademés Vf(z*)=Qz*—b=0< 2* = Q'b, siendo z*
un minimizador global de f.

PROPOSICION 8.1. El tamano de paso para el método de mayor descenso oy aplicado
a una funcion [ : R" — R; cuadrdtica positiva definida, donde f = %xth —b'x + ¢; viene
dado por la expresion.

V(i)' f (@) ||V f () | Vf ()

o = con dy = ————+—%

V£ (21)' QV f () IV f ()
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PRUEBA 8.1. Dejamos la prueba de esta proposicion como ejercicio para el lector.

COMENTARIO 8.2. De acuerdo a la proposicion 8.1 sabemos que los puntos de la
sucesion resultante de aplicar el método de mayor descenso a una funcion cuadrdtica
definida positiva viene dado por:

Vf () f ()
Vf(xk)tQVf(f’?k)

Vf(xy) (8.1)

Lk4+1 = Tk —

8.1.1. Convergencia del método de mayor descenso. Cuando converge, el método lo
hace en forma Q-lineal con una constante que depende de los autovalores del Hessiano de
f y que viene dada por ¢ = (1 — %); donde a es el minimo autovalor de V2f(z*), A es el
maximo autovalor de V2f(z*). En el texto que sigue enunciamos un teorema que aplica
al caso de funciones cuadraticas positivas definidas, pero antes introduciremos dos lemas

que nos facilitaran su demostracion.

LEMA 8.1. La sucesion definida por la ecuacion 8.1 satisface la relacion:

. (V@)Y () )
Eleen) (1 (Vf(w)tQVf(w))((Vf(:v)tQ—lvf(x))) Blo — (82)

PRUEBA 8.1. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que x'Quz* = bz — ¢, de

manera que podemos escribir que E(x) = f(z) + %x*th*. Luego, bastard con sustituir

esta ultima expresion y la ecuacion 8.1 en la ecuacion 8.2, para obtener la prueba. [

LEMA 8.2. Sea B € R™" una matriz simétrica y llamemos Aoz Y Amin ol mdzimo y

minimo autovalor de B respectivamente; entonces:

B
)\min >~ z n v S >\max Vl’ ER”
ztx
xte 1
< Ve € R"
4 'Br T Ain o

PRUEBA 8.2. La dejamos como ejercicio para el lector.

COMENTARIO 8.3. St B es positiva definida se cumple que cuando X es autovalor de
B entonces \~! serd autovalor de B!, de manera que si aplicamos esta cualidad al lema

8.2 obtenemos que cuando B es positiva definida se cumple que:

xtx T Amin
> .
(xth) (xtB_lx) ~ Amaz 53
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Ahora enunciamos el teorema de convergencia para el caso de funciones cuadréaticas
positivas definidas.

TEOREMA 8.1. Dada f cuadrdtica positiva definida, el método de mayor descenso

converge al minimizador global x*.
Ademds, E(zy11) < (1 — %) E(xy), donde E(x) = 1(x — 2*)'Q(z — a*), es decir, que se

tendrd rapidez de convergencia @Q-lineal con constante ¢ = (1 — %)

PRUEBA 8.1. De acuerdo con la ecuacion 8.3:

. (V1) V(@) S .4)
(Vi@ QVIE)(VI@Q Vi) = 4

sustituyendo esta desigualdad en la expresion 8.2 obtenemos directamente que:

E(zp1) < (1 - %) E(zy)

completando ast la prueba. []

COMENTARIO 8.4. Ndtese que si se utiliza la norma [|z||, = s3'Qx, entonces la desi-

gualdad expresada en el teorema 8.1 se puede re-escribir como: ||z — x*|| < ¢ |lxg — z*||.

EJEMPLO 8.2. En el ejemplo 8.1 halle la constante ¢ de convergencia @Q-lineal.

1
SOLUCION 8.2. Como V?f(x) = ( 0 8 ) = c=1-

Lo que indica que para este ejemplo, el método tenderd a converger de forma bastante
lenta.

8.2. Meétodo de Newton. Antes de describir el método de Newton, revisaremos

algunos resultados preliminares que nos ayudaran a entender su funcionamiento.

1. Sea g : R™ — R continuamente diferenciable, entonces se llama Jacobiano de g a

: 0 i\ T
la matriz (J(z));; = gT(j)'
2. Seag:R"— R continuamente diferenciable en un abierto convexo D C R",
entonces g(z +p) — g(z fo (v +tp)dt Vz,x +p € D.

3. Seag:R"—R contlnuamente diferenciable en un abierto convexo D C R" que
ademés cumple que ||J(z) — J(y)|| < v|x —y| para algin v € (0,1) , Vz,y €
D. Entonces || g(x +p) — g(x) — J(x)p|| < 3 Ipll> Vp € R"
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4. a) Si E € R : ||E|| < 1 entonces (I — E)~! existe y se cumple que
I = E) M < -
b) Si A es no singular y ||A"'(A — B)|| < 1, entonces B es no singular y
- [a~]
1B < s

Ahora pasamos a describir el algoritmo de Newton. Sea g : R" — R" y se desea

encontrar la solucion al sistema g(z) = 0, entonces el método es como sigue:

Paso 0: defina un punto inicial x
Paso 1: Para £ =0,1... hasta convergencia, HAGA
Tpy1 = T +di , donde J(xp)dp = —g(x)

Veamos la aplicacion del algoritmo en un ejemplo.

EJEMPLO 8.3. Realice una iteracion del método de Newton en la resolucion del sistema

T1+ To — 3
xr) = =0 con xr = (1,5)%
9@ =1 2y g k= (15)
8%1(90) 8%1(90) 1 1
SOLUCION 8.3. J(x) = 1 z2 —
= o 2, 2,

11 1
() ( 2 10 ) 9() ( 17 ) TR
1 13 _5

8.2.1. Convergencia del método de Newton.

TEOREMA 8.2. Sea g : R — R"™ continuamente diferenciable en D C R"™ abierto y

COMVETO0, Y SUPONGamos que:

1. dx*e€ D : g(x*) =0 (existe la solucion z*).
2. 3J ' (z*) con HJ_I(x*)

luego (3 estd relacionada con su cercania a cero).

‘ < B (el Jacobiano evaluado en x* es diferente de cero,
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3. Iy e (0,1) : ||J()=JW)| <~vlle—vyl , Ve,y € Bs(z*) (el Jacobiano es
Lipschitz dentro de una hiper-esfera de centro x* y radio o, donde v da una idea
de la linealidad de g).

Entonces, existe € > 0 : ||xg — z*|| < € implica que la sucesion {xy} generada por el

método de Newton converge en forma Q-cuadrdtica a =* con ||zpp — || < v0 ||lzx — 2*||°.

PRUEBA 8.2. Sabemos que 11 = x0 — J  (z0)g(x) de manera que:

T —a" = zo— 2" —J  (x0)g(x0)
T (wo) [T (o) (& — o) — g(20) + g(a7)]
v =l < |77 @o)|| =T (@) (@* = 20) = g(w0) + g(a”)l

r — 2"

oy — || < |7 @) 3 Nl = ol (8.5)
por otro lado, también sabemos que:

|77 @) @) = @) < |77 @)|| 1 G0) = T

T (@)U (xo) = J@))|[ < BT (wo) = T(a")]]

T (@) (I (o) = J ()| < B llzo — 2|

T (@) (I (o) = J(a"))|| < Bre

y haciendo € = min{J, 2%5}7 entonces quedard que:

|77 @) o) = ()| <

N |—=

luego, de acuerdo a lo visto en los resultados preliminares resulta cierto que:

L [~
<
J (o)) < 1= [[77 @) [ (o) —J ()]
J 1(330) < H14

1
2
-1

T (@) < 2HJ*1(x*) < 28 (8.6)

finalmente, sustituyendo la ecuacion 8.6 en la ecuacion 8.5 llegamos a la relacion que nos

dice que |lz1 — || < 48 ||lxo — 2*||>, lo que completa la prueba. O
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El teorema 8.2 nos asegura que cuando el punto inicial oy € R" est& suficientemente
cerca de la solucion z* : g(z*) = 0, entonces el método de Newton converge de forma
QQ-cuadratica. En el ejemplo que sigue se muestra como la frase “suficientemente cerca” es
de vital importancia para la convergencia del método.

EJEMPLO 8.4. Rewise el comportamiento del método de Newton al utilizarlo para re-

el —1
solver g(x1,z2) = ( ) =0 cuando se arranca desde el punto T, =

e’2 —1
—10
—10 )’

z1 0 —10 0
SOLUCION 8.4. J(x) = ( 60 v ) = J(zg) = ( 60 1o )
e (&

0 ] 0 11 92000
do = X tdy = ~
0 <610—1> 7 = Aot <610—11> (22000)

y como sabemos que la solucion es x* = ( 0 ) podemos asequrar que nos estamos

alejando demasiado de la solucion, de manera que en este caso e = 10V/2 va a

resultar demasiado grande para que el método converja.

8.2.2. Propiedades del método de Newton.

1. Es localmente convergente.
2. Sig(x) =Ax —bcon A € R™" invertible, y x,b € R". Entonces el método halla
la solucién en un sélo paso no importa cual sea el punto inicial zy, pues
J(x)=A= Ady = —Axyg+ b= dy = —x9 + A~'b y por lo tanto
r1 = 29 + dy = 19 — w9 + A7'b. En otras palabras, si g es lineal y existe la
solucion, el método de Newton la halla en un sé6lo paso.
3. Para el caso de g lineal, el calculo de dy requiere la resolucion de un sistema
lineal lo que en general resulta costoso. Ademas, si J(z) es cercano a ser singular
el método por lo general no convergera.

4. En los casos que converge, el método tiene buena rapidez de convergencia
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8.2.8.  5Cdmo utilizar el método para resolver mingegn f(x) @ f:R" — R?

TEOREMA 8.3. Sea f :R" — R continuamente diferenciable y supongamos que:

1. Emistex* : Vf(z*)=0 y V*f(z*) es positiva definida.
2. IV () = V2l < vllz =yl s ¥y €(0,1); Va,y € Bs(a).

Entonces, la sucesion generada por el método de Newton al ser aplicada a V f(x) converge

localmente a x* de forma Q-cuadrdtica.

PRUEBA 8.3. Claramente la prueba de este teorema es bdsicamente la misma del teo-
rema 8.2. [

De manera que para resolver el problema de minimizar f, se aplica el método de
Newton a V f(z) lo cual bajo condiciones apropiadas nos llevara a un punto que cumple

la condicién necesaria de primer orden.

8.3. Método de Newton modificado.

LEMA 8.3. Sea f : R® — R, entonces las direcciones generadas por el método de

Newton serdn siempre de descenso st y solo st el Hessiano de f es positivo definido.

PRUEBA 8.3. Segin el método de Newton V2 f(xy)dy = =V f (1) por lo tanto,
Vf(ap) d, = —diV2 fzy)dy < 0 < V2f(xy) es PD. O

Del lema 8.3 se concluye que las direcciones generadas por el método de Newton, no
siempre seran de descenso, sin embargo, es posible lograr que lo sean en tanto podamos
hacer que la matriz que multiplica a la direcciéon en la formula de actualizacion de la

misma sea siempre positiva definida.

El método de Newton modificado consiste bésicamente en redefinir la féormula de

actualizacion de dj como sigue:
(V2 f (k) + pid] dp = =V f (2)

e =0 st V2f(xy) es PD }

con >0 :
Hie = { i > | Amin| st V2f(zx) noes PD
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donde \,;, < 0 es el minimo autovalor de V2 f(zy).

Para confirmar que la matriz asi definida resulta siempre positiva definida, calculamos:

o' (V2 f(an) + el | 2 = 2"V f(2p)x + pur l=)|* =

rty

pero dado que V?f(z;) es simétrica y tomado en cuenta que A,;, < 0 (que es el caso que
nos interesa), se cumplira que:

t72 tx72
rtx rtx
ty72
= 7% v ]:(xk)x + pg > 0
xr°xr

de manera que la matriz serd efectivamente positiva definida.

8.3.1. Globalizacion del método de Newton. Notese que bajo el esquema del Newton
modificado todas las direcciones seran de descenso, de manera que si agregamos un tamano
de paso que cumpla con las condiciones de Armijo y Goldstein, podremos globalizar el
método siempre que V f () no tienda a ser ortogonal a dj, pues de ser asi, como vimos en
secciones anteriores, los avances en cada iteracion podrian no ser suficientemente grandes
de manera que el gradiente de la funcién puede no tender a cero.

En otras palabras, si puedo asegurar que:

1. La direccion dj, es de descenso
2. El tamano de paso «j cumple con las condiciones de Armijo y Goldstein
3. cos(bx) > a >0, donde 6 es el angulo entre dy y V f ()

entonces bajo las condiciones con las que hemos estado trabajando para la funcion f(x)
se cumplird que el método converge a un punto x* que cumple la condicién necesaria de

primer orden, es decir, V f(z*) = 0.

Ya mostramos que las direcciones dj generadas por el método de Newton modificado

son de descenso y sabemos que usando backtracking podemos encontrar o que cumpla
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las condiciones de Armijo y Goldstein; luego, sélo falta encontrar si la tercera condicién

se cumple o no.

Si llamamos Hj a la matriz que sustituye al Hessiano de f en el método de Newton

modificado, entonces

_ w2 » 2
Hide = —Vf(m) con | H=V I si VEf(wy)es PD
Hy, = V2f(xy) + el si V2f(xy) noes PD
de manera que dy, = —H;Vf(a:) y

GV f () = =V () = B, V@) = | =8, V@) 197@)] cos(6))

vy - a5 @)

= |cos(0r)| = - (8.7)
|=H, V@) || IV f ()]
pero por propiedades de las normas de matrices se sabe que
[ Az|
[A] Y [Az|| < |A[ || (8.8)
w20 |||

luego, aplicando 8.8 en la ecuacion 8.7 y llamando A(Hy) a los autovalores de Hj obtene-

maos:
cos(8)] > 17 @)~ BV ()~ 8,V
T V@Il EST T e | V@) V@) | T
1 ~Vf(z)' = H, V() 1
Pero )\max(Hk) S Vf(l’k)tVf(l'k) S )\mm(Hk)
1 1 1
e N2 R I T

por tiltimo, como existe M tal que || Hy|| HHk_l H < M Vk (llamada condicién de la matriz
Hy), entonces se cumple que [cos(6y)| > ﬁ > 0; lo que completa la tercera condicion antes

propuesta.
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8.4. Ejercicios propuestos - III.

PROBLEMA 8.1. Demuestre qe si f(x) es una funcion cuadrdtica definida positiva,
entonces la longitud de paso dado por el método de Newton para cualquier x; € R™ satisface

las condiciones de Armijo y Goldstein cuando o < % y 3 >0.

PROBLEMA 8.2. Para cada una de las funciones fi(z) = x; fo(z) = 22 + x; f3(x) =

e’ — 1 responda:

a: ;El método de Newton converge en forma cuadrdtica?
b: ;Cudl es la region de convergencia?

c: Halle la constante de Lipschitz para ['(x) en el intervalo [—a,a], con a > 0 € R.

PROBLEMA 8.3. Sea f(z) = i||F(z)||> donde F : R* — R" , F € C'. Considere

-2
Thi1 = 2p — Me(F'(21)) " F(2x) y suponga que F(x) es no singular Yz € R".

Pruebe que si en la condicion de Armijo usamos o = %, entonces % <1-=X.
T
PROBLEMA 8.4. Dada la funcién f : R® — R3, f =1 23+xo |,  hallar la
e*s —1

region de convergencia cuando se aplica el método de Newton para resolver f = 0.
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8.5. Método de diferencias finitas. El método de Newton presenta la desventaja
de requerir informacién de segundo orden sobre la funcién a trabajar y una forma en que
se ha logrado evitar esta necesidad es sustituyendo al Hessiano de la funcién por de una

matriz que aproxime la informacion de ese Hessiano.

El método de diferencias finitas mantiene la estructura del algoritmo de Newton pero
modificando la actualizacién de la direccion, es decir, x511 = = + apdy; con Agd, =
—V f(zr), donde Ay ~ V2 f(xy,).

Para lograr que A, ~ V?f(x;), se define como se expresa a continuacién, donde
hs €R, e; es un vector columna tal que e;(i) = 0 (Vi # j) ; e;(j) = 1, y llamamos A.; a

la columna j de la matriz A,

Vf(x hl‘?ej —Vf(z
o Vot th> f() 59

A+ A
2

Ay Al = A, (8.10)
La expresiéon que aparece a continuacién, es una variaciéon de la definiciéon en 8.9 y
8.10 que se utiliza cuando no se dispone de una expresion analitica para V f(x)

[f (e + hie; + hhe;) — flan + hfe;)]| — [f(xr + hbe;) — f(xn)]
h¥ Rk

(Ag)ij =

8.5.1. Convergencia del método de diferencias finitas. La bondad de la aproximacion
del Hessiano que se realiza en el método de diferencias finitas, puede ser apreciada en el
siguiente teorema donde se habla de la velocidad de convergencia del método hacia la

solucién z*.

TEOREMA 8.4. Sea V2 f(x) positiva definida y sea xo un punto suficientemente cercano

a x*. Entonces:

St }hk} < h, se tendrd convergencia @Q)-lineal.

Si limyieo K =0, se tendrd convergencia Q-superlineal.

Si |hE| < C|Vf(zp)| o |hF| < C*|lay —a*||, se tendrd convergencia Q-
cuadrdtica.

PRUEBA 8.4. Dejamos la prueba como ejercicio para el lector.
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En la practica, los valores que se suelen tomar para h* son:

1 .« o, ~ .
1. h¥ = h = €2, donde € es la precision de la maquina

0 [n| = b fat

k .
, donde 7 es la componente j de xy.

8.6. Meétodos casi-Newton. En los métodos casi-Newton se sigue manteniendo
la estructura del algoritmo de Newton, pero modificando el célculo de la direccién dj, de
manera que ahora Hydy, = —V f(xg) ;  2p41 = x + apdy, donde se busca que Hj sea

una matriz con propiedades anilogas a las del Hessiano de la funcion.

Las condiciones que se requiere cumpla la sucesion de matrices { Hy} son:

H,, debe ser simétrica.

Si Hj, es positiva definida, entonces Hy ., también serd positiva definida.

Hy.y = Hy + Uy, donde Uy, debe ser computacionalmente econémica de generar.
Hyy1dy, = yx, donde y = V f (2, + di.) — V f(24,).

=W =

COMENTARIO 8.5. La ecuacion Hydy = yy recibe el nombre de ecuacion de la secante
0 ecuacidn casi-Newton. Notese que fol V2 f(xg + tdy)dtdk = V f(zg + dy) — V f (2x) = ys.

Entre los métodos mas utilizados para generar la matriz Uy, estdn el de Broyden, Fle-
cher, Goldfarb y Shanno conocido como método BFGS y el de Davidon, Fletcher

y Powell conocido como método DFP.

8.6.1. Actualizacion BFGS para la matriz Uy. Definimos U, como una matriz simé-

trica de rango 2 utilizando los vectores ay, b, € R" y los escalares ay, B
U = ap(aral,) + Br(bpbl) con

b, = Hydy, (8.12)
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sustituyendo ahora 8.11 y 8.12 en las condiciones 3 y 4, nos queda:
Hyyady, = Hydy + Updy, = Hydy + a(yryp)di + B(Hydydy Hy)di = Y
Hyyady, = Hydg + (ypdion) yi + Br. (di Hidy) Hidy = i
—— —_———

escalar escalar
(yr.deow)yi + [Bi(di Hydy) + 1] Hydy, = yy, =
1 1

de lo anterior se desprende que mientras se cumpla que yd; # 0, entonces oy, estard bien
definida y que si Hj, es positiva definida, entonces se cumplird que d} Hyd, > 0 y por lo
tanto (3, estard bien definida.

Haciendo las sustituciones apropiadas, se llega a que la actualizacion BFGS viene dada

t t
H,.,=H, =) - —— 8.13
e er (y;iyk) ( dj Hydy, (8.13)

por:

8.6.2. Propiedades de la actualizacion BFGS.
PROPOSICION 8.2. Si V2 f(z) es positivo definido Vx € R, entonces yid, >0 Vk > 1.
PRUEBA 8.2.

1 t
yedy, =V f(xpi1) dy — Vf(zp)'dy, = < / V2 f(zp + tdk)dtdk:) dy =
0

1
= (/ di N2 f (1, + tdk)) dp >0 pues V2f(x) es PD O
0

PROPOSICION 8.3. Si Hy, es simétrica y positivo definida y ademds yid, > 0 , entonces
Hyy es simétrica y positivo definida.
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PRUEBA 8.3. St Hp es simétrica, Hp,, también lo serd pues Uy es simétrica.
En cuanto a la parte de ser definido positiva tenemos que:
rypyir  atHpdpdi Ha
yrdp, dt Hydy,
(2yn)? (2! Hypdy)?

‘H =2'H —
T Hi1x =" Hyxe + yidk dZdek

1 17t 2
e (:ctH,g [H,g] dk)
yid, dl Hy.dy,

zlypypx
yrde  — 7

xtHka =o' Hyx +

' Hyo =o' Hyx + pues Hy es PD

hasta acd sabemos que de manera que si logramos demostrar que

1 17t 2
2 2
t (ﬁHk {Hk} dk>
v Hyx — T Hydy,

ser cero al mismo tiempo. Para facilitar esta parte de la demostracion llamamos a la

>0  bastard con garantizar que ambas expresiones no pueden

dltima expresion “a” y la reescribimos como sigue:

<d;€H,§ [Hé]tdk) (xtH;f [H,frx) - (xtHzf [Hﬂtd’“)z

8.14
dt Hydy, ( )
1t 1t
y st ahora llamamos b= [H,f] dp ; c= [H,f] x,  podemos reescribir el numerador
de la ecuacion 8.14 como:
() (c'c) — (b'c) = 1)) [lelf* — [|p'||* = 0 (8.15)

lo que nos lleva a concluir que  a >0  pues diHpd, >0  ya que Hy es PD.

Veamos ahora si puede ocurrir que a = 0 = z'y,. Para ello asumamos que uno de

ellos es cero y veamos que ocurre con el otro. Asumimos en principio que a = 0.

1qt 1qt
St a=0 = [H,f} dk:a[Hﬂ xr = dp = ax, con o € R; por lo tanto,
xtyk:%#o.

De igual manera, si asumimos inicialmente que x'y, = 0, entonces tenemos que
d no puede ser paralelo a x, lo que equivale a decir que en la ecuacion 8.15 b no
es paralelo a ¢ lo que obliga a que se cumpla la desigualdad en forma estricta. Esto

completa la demostracion. []
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PROPOSICION 8.4. Si dy = o P, con HpP, = —V f(zg), tal que o« satisface
las condiciones de Armijo y Goldstein, entonces diyy. > 0.

PRUEBA 8.4. De acuerdo a la condicion de Goldstein tenemos:

Vf(l’k + OékPk)tOékPk Z ﬁVf(l’k)tOékPk i ﬂ <1
Pero  yhdi = (V(2hs1) = Vf(ar)) andy
Luego yrde = (B —1) oy Vf(zx) P > 00
<0 <0

CONCLUSION 8.1. De las proposiciones anteriores se puede concluir:

1. Cuando f es convexay Hp es PD, entonces Hyy, es PD.

2. Cuando se estd cerca de un minimizador local x* con V?f(z*) siendo PD
tal que Hj; es PD, entonces Hp,, es PD.

3. Cuando se estd lejos de la solucion y se toma xxy1 = xx + Py donde
HyPy ==V f(zx) con Hp PDvy o cumpliendo las condiciones de Armijo
y Goldstein, entonces Hy,1 es PD.

8.6.3. Actualizacion DFP para la matriz U,. Se basa en aplicar una actualizacion

BFGS a la inversa de la matriz Hj, es decir, utilizando dp = H kilyk queda:
dy.dy _ (Hyyr) (Hryr)'
di Yk yt Hyyy,
La ecuacién anterior también suele ser escrita como:
(ye — Hed)yh + yr(yx — Hidr)' (yx — Hidg)'dryryl

Hyor = Hy + (8.16)

Hyo = H _
s i (vide?
1
Que proviene de utilizar (A+u’) "t =A"1 - Ayt A™?
o
con oc=1+vA" u; si Ay 0#£0 = F(A+w')!

8.6.4. Propiedades de la actualizacion DFP. La actualizacion DFP posee las mismas
propiedades que la actualizacion BFGS.

8.6.5. Algoritmo de los métodos casi-Newton estudiados. El algoritmo correspondien-
te a los métodos BFGS y DFP es como sigue:
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Paso 0: Dados xg € R", Hy € R™" simétrica y positiva definida
Paso 1: Para k£ =1,2,... hasta convergencia, HAGA
Tpy1 = T + apPy, donde HpP, = —V f(xy)
(Usualmente se utiliza «; =1 evitando asi la bisqueda lineal inexacta)
Ye = Vf(wr1) — Vf(zp)
Hallar Hj,, utilizando la actualizacién que corresponda expresada en las ecua-

cion 8.13 para el método BFGS y en la ecuacion 8.16 para el método DFP.

8.6.6. Convergencia de los métodos casi-Newton estudiados. Como en el caso del
método de Newton, en los métodos casi-Newton se habla de convergencia local; es decir,

se considera que 1z, esta suficientemente cerca de la solucion z*.

TEOREMA 8.5. sea f :R" — R y supongamos que:

1. FEziste x* tal que Vf(xz*)=0.
2. V2f(x) es Lipschitz en un entorno de z*.
3. V2f(z) es positiva definida.

Entonces, existe € >0, 6 >0 tal que ||z* —xol| <€ y [[V2f(z*) — Hol| <6 implica
que la sucesion {xp} generada por el método BFGS estd bien definida y converge en

forma Q-superlineal a z*.

TEOREMA 8.6. Teorema de “Denis- Moré”(bounded deterioration) : sean D C R"
abierto y convero, F': R™ — R™ y { Ay} una sucesidn de matrices no sigulares en R™™, y

SupPongamos:

1. J(z) es Lipschitz en D con constante .

2. Eziste x* € D tal que J(z*) es no singular.

3. La sucesion definida por xp, 1 = x) — A,;lF(.tEk) permanece en D y satisface:
= 1, # 2 para algun k

L] Hkaoo T = T*

Entonces, {x} converge en forma Q-superlineal a x* y F(z*) =0 si y sdlo si

k1oo |||

0 con dy = Tpy1 — Tp
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En otras palabras, mientras més cerca esté de la direccion de Newton, mejor seré la
convergencia. A continuaciéon veremos un ejemplo de la aplicacién de un método casi-

Newton.

EJEMPLO 8.5. Realice una iteracion del método BFGS resolviendo min f(x) con
f(l’) = 13411 + (ZL’l + 132)2 + (6962 - 1)2, T = (1, 1)t Yy Hk = V2f(xk)

da3 + 2
SOLUCION 8.5. Vf(z) = ( ’ o3+ 2(xy + x9) ) N

T+ 132) + 2e™2 (6962 — 1)
8,000
ViD= < 13,341 ) = ~Hodo

1222 2

V2f(g;)=< 9 2+2(6z2)2+(26x2_1)2+1)> =

2,000 22,683

14 2
VR R 1) = ( 000 2,000 ) o

det(H,) = 331,563 > 0 ; subdet(H)) = 22,683 >0 = H,es PD
) 0,072 —0,006 8,000 0,493
dy = —H,_ Vf(xz) = =
—0,006 0,044 13,341 0,544
o 1000\ [ 0467 0,506
X =X = fd
LT R 1,000 —0,731 0,455
9 442 8.000 —5.557
. v v _ ) N ) _ )
Y = VI (@r41) = V() < 3,772 ) < 13,341 ) ( —9.599 )

wik _ 0,251 0,433 _ ity _ 5,706 9,516
Yk 0,433 0,749 ’ dy Hid, 9,516 15,870

i t 8,544 —7,083
Heoi = Hy + <ykyk) B (Hktdkdka) _ , 7
k+1 k df Hydy, 7083 7.561

vl
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9. TECNICAS DE GLOBALIZACION - (parte ITI)

En esta segunda parte se busca lograr la globalizacion de la solucién encontrada mo-
dificando la direcciéon de busqueda en lugar del tamano del paso. Para ello nos valemos
de la aproximacion funcional de Taylor de segundo orden, también llamada aproximacién
cuadratica de la funcion.

9.1. técnica de region de confianza. En esta técnica se toma como direcciéon de
bisqueda a aquella donde se minimice la aproximacion cuadratica de la funcion, sujeto a

una regiéon donde confiamos en que la aproximacién cuadratica es valida.

Dado 9. > 0, entonces el problema de region de confianza PRC se define como:
. 1
msin (f(:z:c +8) = f(ze) + Vf(2)'S + §StHcS) suj. a [|S], < 6. (9.1)

donde H, es una matriz simétrica y positiva definida tal que H,. ~ V?f(x.).

TEOREMA 9.1. Sea f : R* — R con f € C?, H. positiva definida; entonces,
S(u) = —(H. + pl) "V f(x.) para el inico >0 que cumple ||S(u)|, = 0., esla
solucion del PRC. A menos que |S(0)|, < d., en cuyo caso la solucion del PRC serd
S(0) = —H, 'V f(x.).

COMENTARIO 9.1. Lo anterior indica que cuando 6. — oco(u — 0), entonces S(u)
tiende a ser la direccion de Newton; y cuando . — O(u — 00), entonces S(u) tiende

a ser la direccion de Cauchy.

PRUEBA 9.1. Sabemos que la solucion irrestricta del problema de minimizacion plan-
teado viene dada por S = S(0) = —Hc_1Vf(£Ec), de manera que si se cumple de
15(0)|| < 0., evidentemente esta serd la solucion del PRC.

Si por el contrario ocurre que [|S(0)|| > d., entonces debe cumplirse que para algin
ST, |IS(u)|| = 0., es decir, dado que existe una direccion de descenso dentro de la
region definida por Bs,(x.) 1y que esa direccion conduce a un minimo fuera de la region,
entonces el valor minimo de la funcion para esa region solo puede estar en el borde de la

misma, en otras palabras, donde la norma de S iguala al radio de la region.
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Entonces cualquier direccion de descenso d a partir del punto x.+ St sdlo puede

alejarnos de x., es decir,

C

= (SH)d>0 (9.3)

Vi@.+5H)d<0 = (—H*v f(xc)> d<0 (9.2)

De manera que para que ST sea solucion del PRC, d debe satisafacer 9.2 y 9.3
simultdneamente lo cudl es posible si y solo si Vf(zc + S+)t apunta en la direccion de
—S*, pues sabemos que Vf(x.+ S+)t # 0 vy que de otra forma existiria otro punto

dentro de la region donde la funcion tendria un menor valor. Es decir,
>0 : —pST = Vf(z. + S+)t = Ju>0: —pSt=—H, Vf(z)
= (H,+pl)ST=-Vf(z.) = St=<(H.+pl) Vf(z.)

lo que completa la prueba. [J

Si bien el teorema 9.1 identifica la solucién del problema, en la préactica resulta impo-
sible el calculo analitico de S(u) por lo que se utilizan diferentes estrategias para aproxi-
marla. Estas son, la estrategia del paso de “Hook” (1973) (donde lo que se aproxima es el
valor de p), la estrategia de paso “Dogleg” (1970) y la estrategia de paso “Double Dogleg”
(1979) (las dos ultimas aproximan S(u) directamente).

9.1.1. Paso Dogleg y paso Double Dogleg. Sillamamos z., al punto que minimiza

f (r.+S) en ladireccion —V f (z.), entonces se cumple que
Top = Lo — AV [(z.) tal que S = —AVf(z.)

es el paso donde se alcanza el minimo y se puede encontrar que

5\ _ vf(xc)tvf(xc)
V(o) HV f ()
Si resulta que ||zl > d. entonces zt =z, — 56% con |zt — x| = d..

Si resulta que ||z| < 0. entonces xt = Azy + (1 — A)z., donde

Tep=Te+ S con S = —XVf(xc)
Ty =x.+nSy con Sy = —H;Vf(xc)
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La diferencia entre el paso Dogleg y el Double Dogleg viene dada por el valor que de 7

en la expresién de xy, como se muestra en el cuadro 3.

| Dogleg | Double Dogleg |
n=1 n=0,8y+0,2
y = IV (ze)ll2”
V(o) HY f(2e)V fwe) H 'V f(xe)

CUADRO 3. Valor de n para los pasos Dogleg y Double Dogleg

LEMA 9.1. Si H—H;Vf(xk)H < 0 entonces d =—HpVf(xy) y Vf(xk +dp) =0

st H—Hk_lvf(xk)H > 0, entonces { Sk(p) = —(Hy, +Nk])lvf(xk)| s }

resuelve el PCR, con ||Sk(u)|

donde Si(u) se hallaria mediante las estrategias mencionadas.

La grafica 3 muestra un ejemplo donde aparece z™ para uno y otro paso.

—Vf(x.) x* (/'L)l":.puntd:_) Doéleg

s x* (/1) punto Doub‘l“e\‘Do‘_é}lgg

(A=, + Mxy—x,)=(1-A)x, + Ay . Mo i ’
| x ()% ||,=8 S

[

F1GURA 3. Pasos Dogleg y Double Dogleg
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PROPOSICION 9.1.
1<l <1 Sl <vISNll2 (9-4)

A~

f(y) decrece alolargo de las trayectorias Dogleg y Double Dogleg. (9.5)

PRUEBA 9.1. Para 9.4 tenemos que:

Lep = Te — S\Vf(xc) con \ = Vf(xct) Vi(ze)
T Vf(xc) HCVf(ZL’C)
R Vi)l
= sl = Vs = gl
Vf(z.
por lo tanto v = Vf(!? )tf}([xV>L|}|f(;g ) | Sep|
pero Vi@ g - IV f @l || H. "V £ ()
Vi) HNV f(ze) V[ (o) HV f(x.)

uego IVl IS o s s

V(@) HV f(20) V(o) HNV f(ze) 0= 17
1Sepll >1

Ahora falta probar que v <1 y para ésto basta recordar que al estudiar el método de

Cauchy dijimos que v <1— % (con a, A corresponden al minimo y mdzimo autovalor

de H., respectivamente).

En cuanto a la parte 9.5 tenemos que:
VA (\) 1Sy — S) <0 ¥ A € [0,1]

donde (nSy — Sep) s la direccion de la recta que une a ., con xn y z7(\) es

el segmento que une esos dos puntos, como se observa en el grdfico 3.

De manera que si llamamos N al valor de xn cuando n =1, el hecho de que

estén alineados nos permite asegurar que se cumple que:

flaep) > fa™ (V) > flaw) = f(N)

Lo que completa a demostracion. [
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EJEMPLO 9.1. Sea f(21,22) = 2t + 23+ 23 con z.= (1,1)'6 = 5 y se quiere

(
saber si se requiere aprorimar el paso y de ser asi, hallar = (\) wutilizando Dogleg.

3 i B 14 0 . _ 6
SoLucioN 9.1. H, = V?f(z,) = ( 0 9 ) ; Vf(ze) = ( 9 )

Entonces Sy = —(V2f(x.)) Vf(z.) = (—2,1)

7

|IShIl =+/1+ 4% > 1 = si utilizaremos Dogleg para aprozimar el siguiente punto.

R —0.4
scp:—wmc)z( v 69) = [[Syl ~ 0,494 <

0,156

N =x.+nSy ; v=~0,684 =n=0,8gamma+ 0,2~ 0,747
—0, 320

ENE ( Y 747) 1) el = 181 X) + XSy =

0,469 0,320
(o (B3] -+

y al despejar obtenemos que AR 0,867 2t(\)~ ( 8> 22(1) )
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10. METODOS CUANDO f :R" — R (caso multidimensional - parte II)

10.1. Meétodo de la regién de confianza. El método de la region de confianza
estd basado en la utilizacion de la aproximacion cuadratica de la funcién para encontrar

el nuevo iterado de la sucesién. A continuacion se describe el algoritmo del método.

10.1.1. Algoritmo de la region de confianza. Sea f :R" — R, &, >0, 1z, €
R", HyeR"™™ PD, «a€c(0,3), yseael PRC

flai+S) = flay) + VF(xr)'S + 1SV f(a)S 3 k=1,2,...

Paso 1: Aproximar el resultado del PRC para hallar S}
Paso 2: Calcular Tpy1 = T + Sk
Paso 3: = Si  f(zp41) < flax) + aVif(2p) (Tp1 — T) IR AL PASO 4
= Si frryr) < flxg) + an(xk)t(a:kH — Tg) HACER 0 = %’f Y
VOLVER AL PASO 1
Paso 4: reduccion verdadera: Af = f(zrer) — f(zr)

reduccién predicha: Afy = f(xgs1) — flak)

Paso 5: = Si )AA—;; <0,1, HACER &g = Y VOLVER AL PASO 1

3
2
= Si AA—J{; €1[0,1,0,75], HACER {4y =0, Y VOLVER AL PASO 1

= Si ‘%‘ > 0,75, HACER &, =20, Y VOLVER AL PASO 1

COMENTARIO 10.1. Para elegir &g se utilizan dos criterios, el primero creado por

Powell toma 6y = ||Sep||  y el segundo lo toma dependiendo de la aplicacion.

10.1.2. Convergencia del método de la region de confianza.

TEOREMA 10.1. Sea f : R* — R con Vf(x) Lipschitz continua. Sea {x} generado
por el método de region de confianza y {Hy} acotado tal que ||Hy| < 3. Entonces se

va a cumplir una de las tres siguientes afirmaciones:

1. f(x) esno acotada.
2. f(zx) =0 para algin k.
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10.2. Meétodo del gradiente conjugado.
10.2.1.  Direcciones conjugadas y sus propiedades.

DEFINICION 10.1. Direcciones Q-ortogonales o Q-conjugadas: di,ds € R" son

Q-ortogonales, también llamadas direcciones Q-conjugadas, cuando diQdy = 0.

ProOPOSICION 10.1. S d;,d;, 4,7 =1,2,...,n son @Q-conjugadas entonces, d;,d;
son linealmente independientes.

PRUEBA 10.1. 8% los vectores son linealmente independientes significa que su com-
binacion lineal solo podrd ser cero si los coeficientes lo son, es decir, ad; + fd; = 0

unicamente si o« = 3 =0. Veamos si eso ocurre:

51 Oédz' —+ ﬁd] =0
entonces adlQd; + diQd; =0 = a=0
=0
igualmente ozd;Qdi +ﬁd§de =0 = =0
~——

=0

luego los vectores son linealmente independientes. [

Considérese una funcion f:R"™ — R, donde n esgrandey f(z)= 32'Qx — 'z,
con () simétrica y positiva definida.

PROPOSICION 10.2. Sean {do,di,...,d,—1} direcciones @Q-conjugadas y sea {xy}
t
tal que T = xp +ady con ap = —%, entonces 1w, — ¥ con Qx* =0b
k
en n pasos, es decir, x, = r*.
PRUEBA 10.2. Como {dy,...,d,—1} son linealmente independientes, constituyen

una base en R". De manera que existen coeficientes (3, tal que:

n—1 n—1
x*— 1z = Zﬁkdk = dkoQ(fE* —x9) = Zﬁkdkonk

k=0 k=0
Para cualquier ko=0,1,...,n—1

. di,(Qx* — Qo)
ld d =k
y al despejar (i queda O 7 Qdy
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por otro lado tenemos que:
diQ(z* — x0) = ditQ(2* — g + 2 — o) = dLQ(z* — x1,) + dLQ (T — T0)

k—1
pero T = Xo + E o;d;
i=0

k—1

luego d,Q(x — o) = o diQ Z di =0
=0
Q—conjugados

quedando diQ(x* — 1g) = d.Q(z* — ) = —Q(xy, — b)'dy, =

_Vf(ifk)tdk Qe —b)'dy & Q(z0 — )

dQd, dQd, dLQd;

= o =

= Bk
n—1 n—1

por lo tanto Tp = To + Z ardi = xo + Z Brdy = " U
i=0 1=0

PROPOSICION 10.3. Bajo las mismas asunciones expresadas en la proposicion 10.2
para dp y {xi}, se cumple que Vf(xx)'d;=0Vi<k

PRUEBA 10.3. Aplicando induccion se tiene:
Parak=1: Vf(z:)'dy= (Qx1—b)'dy=[Q(z + aody) — b]'dy

_ (Qzy — b)dy t —
= (on —b— WQCZO) do=0

Parak=2: Vf(x:)'dy= (Quz—b)'dy=[Q(z1+ crdr)—b]'dy
= (QfL’l — b)tdo +o diQdo =0
N e’ N——

Vf(z1)tdo=0 0
Vi(zy)'dy = (Qua—b)ldy = [Q(x1 + andy) — b]'d,
B (Quy—bydi  \'
= (Qxl —b— Wle) d =0

hemos encontrado que hasta k =2 se cumple lo expresado en la proposicion, de manera
que bastard con asumir que se sigue cumpliendo hasta k = m y luego probar que también
se cumple para k= m+1 para completar la prueba por induccion. Esta parte la dejamos
como ejercicio para el lector. [
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10.2.2. Método del gradiente conjugado para funciones cuadrdticas.

Paso 0: Dados xzy € R", dy = =V f(xg) = —Qxo — b

Paso 1: Para k£ =0,1,2,... hasta convergencia, HACER
Vf(x)'d
e _W ; L1 = Tk + Qpdy;
YV f(z1.1)'Qd
dk'H = _vf(xk+1) + 6kdk con ﬁk — f( tk+1) Q k
dy,Qd

PROPOSICION 10.4. Las direcciones generadas por el método son Q-conjugadas.

PRUEBA 10.4. Usando los pasos del método podemos calcular:

dp+1Qdy = (=V f(wr41) + Brd},) Qdy,
= V[ (wr41) Qg + LA (1 Q) =
dyQdy = —Vf(xg) Qdy + Vfdfzngdl (diQdo)
——

0

= —Vf(%)tho =0

donde Vf(xg)thO = 0 es cierto de acuerdo a la proposicion 10.3. De manera que
hasta aqui se ha demostrado que dgy,di,ds. son @Q-conjugados. Asumiendo que ésto se
cumple hasta k =m, es decir, que {do,...,dn} son Q-conjugados, entonces bastard

con probar que d,, + 1 también lo es para completar la prueba.

V(1) Qi

d,Qdy = —V f(21)' Qdy + (dy._,Qdo)
—_———— ———

d2_1Qdk—l
0 0
V() Qi
0y =~V () Qdy + TICL )
%0,_/ k—lQ k—1 T/

Qs = —V f () Qpy +L L Qlit (- gy
N ~~ - dk_lek—l N——

0 0

y como ya demostramos que dpQd,_1 =0, hemos completado la prueba. [
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10.2.3. Propiedades del método de gradiente conjugado para funciones cuadrdticas.

Posee convergencia global.
Debido al poco almacenamiento que requiere, se considera de bajo costo.

Cuando n es grande, puede tener problemas de eficiencia.

=W

En la préctica, la ortogonalidad de las direcciones puede irse perdiendo a medida
que avanza el método, afectando asi la convergencia teérica en n pasos. Esta
pérdida de ortogonalidad se relaciona con cuan bien o mal condicionada esté la

matriz Q).

EJEMPLO 10.1. Si es aplicable, realice un paso del método del gradiente conjugado

para funciones cuadrdticas, para resolver min f(x1,x3) con

fxy, m9) = —1219 + 422 + 422 — 42125,

. 8(L’1 — 4ZL’2 8 —4
SOLUCION 10.1. V = - V2 —
f@) (—12+8x2—4x1> » V@) (—4 8)

Como Q = V2f(x) es simétrica y positiva definida, sabemos que el método debe

funcionar. Sea o= (0,0)", entonces,

do = —Vf(xo) = (0,12)" ; o= —looldo _ 11 1

doQdop 1152
0
$1:$0+a0d0: ( 0 ) +

(2)-4(3) - ()

1)t 6
Bo = 7fo(logd?do =28 =2 5 di=-Vf(r1)+ Podo = ( 5 )

0 |—=

PROPOSICION 10.5. En el método del gradiente conjugado para funciones cuadrdticas

a, B pueden ser reescritos como:

_ Vf(f’?k)tvf(fﬁk)

a : _ V f(@41) 'V f(2r11)
’ i Qdy 7

= T )™ )

PRUEBA 10.5. Como ambas expresiones de « (la descrita en el algoritmo y la que

contiene esta proposicion) tienen el mismo denominador, bastard con demostrar que sus
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numeradores son iquales:

Vi) dy = =V f(xr) (=Vf(xr) + Bro1dr_1)
= Vf(xp)'Vflxy) — Bra VIaw) diy
—_———

0

= Vf(xr)'Vf(x)

En cuanto a [ tememos que una consecuencia directa de la proposicion 10.3 es que
Vf(iEk_H)tVf(iEk) =0 pues del algoritmo se sabe que V f(xy) = PBr_1dk—1 — di.

Vi) = VFae) = Quepr — Qry = Qg + ardy) — Qup, = e Qdy
(Vf (@)’ = Vf(2n) 'V fap) = VI (@r1) 'V f (@r41) = eV f (2r11) Qi

= 7Vf(ZE)QZg(”) Vf(ZEkH)thk

Vi(@et) ' VF(@rt1) _ Vi (@ht1) Qdy =30
Vf () 'V (k) di Qdy,

10.2.4. Conwvergencia del método de gradiente conjugado para funciones cuadrdticas.
Numéricamente la convergencia es (Q-lineal con una constante fuertemente influenciada
por lo autovalores de () y que en ningiin caso es peor que la correspondiente al método
de Cauchy.

TEOREMA 10.2. Sea FE(z) = 3(z — 2*)'Q(x — 2*) con Q simétrica, positiva

definida y con autovalores \,;.

Si {xr} es la sucesion generada por el método del gradiente conjugado, entonces:
E(rp1) < m}\éx(l + XN Pe(N)) B (o)

para cualquier polinomio P, de grado k.
PROPOSICION 10.6. Si () tiene sélo r autovalores distintos, entonces x, = x*.

PRUEBA 10.6. Supongamos que los autovalores de ) son Tq,...,7. y definamos
Q-(\) = %(A —7)...(A=1.), de manera que Q(0)= Q(1;) =0.
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Entonces, P,_1(\) = % es un polinomio de grado r — 1 1y se cumple que:

m/\éx(l + NPoi(N)) = Irl)\éXQT()\i) =0 = E(z,) <0.E(z)

1
es decir que : 5(:@ — ) Q(z, —2") =0 = z,=2"0
PROPOSICION 10.7. §i @ tiene autovalores A\ < Xy < --- < \,, entonces,

Ak = M)

E(x < |——— | E=
o) < (F255) B
Es decir que el método tiene mejor comportamiento cuanto mas cercanos estén los auto-

valores a 1 y entre ellos mismos.

PRUEBA 10.7. La prueba que no fue incluida en este texto, se basa en una escogencia
adecuada de los polinomios P, y su manipulacion algebraica. De necesitarla, el lector

puede encontrarla en muchos de los libros especializados en el drea.

De manera que si podemos modificar la matriz para que los autovalores se acerquen a lo
deseado, se podria acelerar la rapidez de convergencia del método. A estas modificaciones

se les llama precondicionamiento.

10.2.5. Precondicionamiento. El precondicionamiento trata de conseguir una matriz
“precondicionadora” M sencilla, tal que M ' Q ~ I. Donde sencilla significa que la

resolucion de sistemas del tipo Mw = p no resulta costosa.

La idea béasica es modificar un poco el método a fin de buscar la solucién al sistema
M 'Qx = M 'b. De manera que en cada iteracion el método de gradiente conjugado

precondicionado resolverd sistemas del tipo mencionado.

EJEMPLO 10.2. Sea @ € R"™ definida como Q;; =i, y sea b€ RY definido
como by =1, bixy = 0. Definir una matriz precondicionadora que permita acelerar el

uso del método de gradiente conjugado.

Nota: la matriz () no es PD ni simétrica, sin embargo, dado que el método fun-
ciona apropiadamente, es utiliza acd para ilustrar las mejoras que se obtienen mediante
precondicionamiento.

SOLUCION 10.2. Utilizando el método del gradiente conjugado, se obtiene una solucion

en 15 iteraciones, pero si se utiliza una matriz diagonal M definida como:
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M eRYY . My =0Wi#j; My=ii=j<T, Mjj =1 en cualquier otro caso.

y se utiliza el método para resolver Mﬁle =M b , entonces la solucion se obtiene

en solo 9 iteraciones.

10.3. Ejercicios propuestos - IV.

PROBLEMA 10.1. Demuestre que cuando se utiliza el algoritmo de gradiente conjugado

para funciones cuadrdticas, Qdy estd en el subespacio generado por {dy,d;}.

PROBLEMA 10.2. Resuelva el problema del ejemplo 10.2 tomando como matriz de
precondicionamiento a M  definida como M;j =iVi=7; M;; =0V i#j.

PROBLEMA 10.3. Implemente el método de gradiente conjugado para funciones cua-

drdticas estrictamente convezras y pruebe su codigo respondiendo las siguientes preuntas:

a: Aplicarlo al ejemplo anterior para Q ypara M ' Q, y explicar los resultados

210 1
b: Aplicarloa A=| 1 2 1 ; 1
01 2 1

¢ Cudl es la rapidez de convergencia?, ;que pasa con numero de iteraciones?,
scoinciden los anteriores con la teoria?.

c: En el ejercicio de la parte (b) verifique que las direcciones son Q-conjugadas y
que Vf($k+1)tvf(93k) = 0.
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10.4. Meétodo del gradiente conjugado para funciones no lineales en ge-
neral. Para resolver el problema de optimizacion no lineal 3.1 mediante el método del

gradiente conjugado, se redefinen «; y [ como sigue:

Paso 0: Dados zy € R", dy = —V f(x)
Paso 1: Para k£ =0,1,2,... hasta convergencia, CALCULAR
ar usando bisqueda lineal inexacta (cumpliendo Armijo y Goldstein) o
bien mediante biisqueda lineal exacta como «y = argmingg f(x; + ady)
Thi1 = Tp + apdk
dip1 = =V f(2p41) + Brdy con
B utilizando una de las dos féormulas siguientes:

Hestenes - Reeves (HR): (3, = V@?’z;;;ig;gg”

Polak - Ribiere (PR): }, = Tttt (W) V()

COMENTARIO 10.2. En la prdctica la actualizacion PR parece tener mejor comporta-
miento que la HR. Cuando cos(0) ~ 0 en la actualizacion HR ocurre que [ ~1 =
dpi1 = di, por lo que tiende a haber poco avance, mientras que en la actualizacion PR

ocurre [ =0 = dp1~—Vf(xry1) lo que tiende a mejorar el avance.

10.4.1. Convergencia global del método de gradiente conjugado.

TEOREMA 10.3. Sea f:R"™ — R y se quiere resolver min,cq,crn f(x) cumpliéndose

las siguientes condiciones:

1. Qo={z: f(z) < f(xo)} es acotada.
2. [ es Lipscitz continua en un entorno €2 de €.
3. «ay satisface Armijo / Goldstein con 0 < f < a < %

Entonces lim ||f(zx)|| =0 con {xx} por el método de gradiente conjugado utilizando

la actualizacion HR.

Nota: la actualizacion de Goldstein y el [ arriba mencionado viene dado por la
ecuacion ‘Vf(xkﬂ)tdk‘ <p ‘Vf(xk)tdk‘, también conocida como condicion fuerte de
Wolfe.
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COMENTARIO 10.3. Cuando se utiliza la actualizacion de PR, el método no tiene
prueba de convergencia global; sin embargo, cuando se utiliza 3, = max{B{%,0} se ha

llegado a probar la convergencia.

En cuanto a la rapidez de convergencia, si se considera el método del gradiente
conjugado con dp = —Vf(x,) ; k = n,2n,3n,... y se cumple que f € C? y
Jxz : Vf(z*) =0, V2f(z) es positiva definida, entonces la rapidez de convergencia
tiende a ser Q-superlineal, es decir,

=l
koo ||xp — a*||

ademas, si

V2 f(x) = V2f()|| < kllz —yl| Yo,y € Bp(6) =

o NEpan — 27

= 2
koo ||y, — ||

< 00

lo que indica que se aproxima a una rapidez de convergencia Q-cuadratica.

10.5. Meétodo del gradiente espectral. El método del gradiente conjugado es
otro método iterativo que resuelve el problema 3.1 utilizando la direcciéon de busqueda

dy de los métodos casi-Newton, pero generando la matriz H; de forma diferente.

La condicién que se va exigir es que Hp =a,l y Hp.1 = ai1I, de manera que si

dy, satisface la ecuacion de la secante Hj 1dp = y,, entonces g, se puede expresar

COomao:
gy =ming(a) =min [y — aldil; ;g R—R
9(@) = (yr — ady) (yp — adi) 5 ¢'(a) = 2a(ddy) — 2(djyr)
diyx

/ — —
g(a)=0 & a dLdy

Ejercicio: demostrar que « asi caculado es un minimo positivo de g(«).
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El algoritmo quedaria como sigue:

Paso 0: Dados x5 € R", ap >0
Paso 1: Para k£ =1,2,... hasta convergencia, HACER

\V4
dy, = — f) ;o Tpgr = X+ di
g
dt
Uk = Vf(@r) = Vf(zr) ;5 = df—cylk
KWk

10.5.1. Propiedades del método de gradiente espectral.

1. No se requiere resolver sistemas lineales .

2. Es econémico en lo que a almacenamiento se refiere.

COMENTARIO 10.4. Si f(z) = 12'Qz — bz con @ simétrica y positiva definida,
entonces Vf(r)=Qx—b, Vif(x) =Q es positiva definida y
Yp = (Qary1 — b) — (Qui, — b) = Qdy, por lo que a1 = %;’ de manera que

es la longitud correspondiente al método de Cauchy en la iteracion k.

1
Ap+1

En la prdctica, aunque parecido, el comportamiento del método de gradiente espectral
bajo estas condiciones suele ser bastante superior al de Cauchy.

10.5.2. Convergencia del método de gradiente espectral.

TEOREMA 10.4. Sea f cuadrdtica y estrictamente conveza, sea {xy} generada por
el método de gradiente espectral y sea x* el unico minimizador de f. Entonces o bien

xj =a* para algin j; o {xy} — x*.

COMENTARIO 10.5. No se conoce la rapidez de convergencia del método, pero las

experiencias prdacticas parecen indicar convergencia QQ-lineal o Q-superlineal.

10.5.3. Globalizacion del método de gradiente espectral. La sucesion generada por el
método de gradiente espectral no es monotona decreciente, de manera que paraglobalizarlo
en principio se requeriria modificar el método para incluir las condiciones de Armijo y
Goldstein que asegurarian un descenso funcional suficiente en cada iteraciéon. Sin embargo,

Lamparielo, Lucide y Grippo desarrollaron una condicién para métodos iterativos no
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mondtonos que permite la globalizacién sin obligar a la monotonocidad de la sucesiéon

generada por el método.

La condicién de Lamparielo, Lucide y Grippo es como sigue:

fapp < Olgl,éX flaey) =V f () draw ; M >0

<j<M

El método globalizado tutilizando esta condicién, también conocida como btsqueda

lineal no mondétona, queda como sigue:

Paso 0: Dados zp€R", a>0,~7€(0,1),>0,0<m<1<l,0<e<1
Paso 1: SI ||V f(zx)|| =0 PARE
Paso 2: SI «, <€ 0 4 >+ ENTONCES oy =90
Paso 3: )\ = aik
Paso 4: Busqueda lineal no monétona:
ST f(wg — AV f(2x)) < méXo<j<mmpn) f(Te_j) — YAV f(24)'V f(x)) ENTONCES
A =2A; IR al Paso 5
ST f(zy — AV f(xx)) > maxoj<minan f(Tr—j) — YAV f(24) 'V f(x5) ENTONCES
v € [v1,7%]), Ak =7A; IR al Paso 4

. _ Ve e . _ .
Paso 5: aj1 = @) Y () k=k+1; IR al Paso 1

10.5.4. Convergencia del método de gradiente espectral globalizado.

TEOREMA 10.5. Sea f:R"™ — R y se quiere resolver min,cq,crn f(x) cumpliéndose
que Qo ={z : f(x) < f(zo)} es acotada, y el nimero de puntos estacionarios en

es finito.

Entonces se cumple que si {x} es la sucesion generada por el método de gradiente

espectral globalizado, ocurrird una de las tres situaciones siguientes:

1. Vf(z;) =0 para algin j.
3. Ningin punto limite de {xy} es un minimo local de f.
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