Resumen que puede usarse en el examen

Tema 1. Optimizacion Irrestringida.

Condiciones necesarias y suficientes de optimalidad.

Proposicion (C. Necesarias)
Sea x* un minimo local irrestringido de f :R" — R y supongamos que f es continuamente

diferenciable sobre un abierto S que contiene a x*, entonces [f (x* 0, . Si, ademas f es
dos veces continuamente diferenciable en S, entonces 0> f (x*) es semidefinida positiva.

Proposicion (Caracterizacion de las funciones convexas diferenciables)

Sea C OR" unconvexoy f :C — R una funcion diferenciable sobre C.

(a) La funcion fes convexasii f(z)= f(x)+(z-x)'Of (x)O x@ C

(b) Si la desigualdad anterior es estricta cuando x # z, entonces f es estrictamente convexa.

Proposicion (funcion objetivo convexa)
Sea f :C — Runa funcién convexa sobre el convexo C,

(@) Cualquier minimo local de f sobre C es también minimo global sobre C. Si ademas f es
estrictamente convexa, entonces como mucho existe un minimo global de f.
(b) Sifesconvexay C abierto, entonces f (x*}= 0, es una condicion necesaria y

suficiente para que x*[JC sea minimo global de f sobre C.

Proposicion (C. Suficiente)

Sea f:R" - R dos veces continuamente diferenciable en un abierto C.
Supongamos que x*[C satisface que Of (x*F 0, y O°f (x*) es una matriz definida
positiva. Entonces x* es un minimo local irrestringido de f. En particular se tiene que:

Oy> 0,&> 0 tales que f (x)= f (x*)+ %”x— x*H2 Ox:x x*k €

Proposicion

Sea COR" unconvexoy f:R" - R dos veces continuamente diferenciable en C. Sea Q

una matriz real n x n simétrica,

(a) Si O*f (x) es semidefinida (definida) positiva 0xJ C, entonces f es convexa
(estrictamente convexa).

(b) Si C =R"y fes convexa, entonces 00°f (x) es semidefinida positiva Ox

(c) Lafuncion f(x) :%XTQX es convexa sii Q es semidefinida positiva.



Métodos de descenso basados en el gradiente

Dado x*, iterado k-ésimo, si Of (x“} 0, , definimos x** = x* +a*d*siendo d* una
direccion tal que Of (x*)". d% 0 y a* la longitud de salto adecuada.

Las direcciones de descenso

En muchos casos d* = -D*[f (x*) , siendo D* una matriz simétrica definida positiva:

Descenso més rapido : D* = | Ok

Newton : D* =(02f (x)) Ok 0

Newton modificado: En lugar de calcular cada vez la inversa del hessiano, sélo se hace
cada cierto numero de iteraciones.

Esquema algoritmico

Inicializacion: Elegir >0 y x'e R". Hacer k=1 e ir al paso 1.
Paso 1. Evaluar Of (x*). Si || Of (x*) || <& —STOP (nos quedamos con x*). En otro caso,
hacer d* = -DXOf (x) eira2.

Paso 2. Evaluar la longitud del desplazamiento oy >0 e ir a 3.

Paso 3. Hacer x“* = x¥ + o d*. Hacer k=k+1 y volver a 1.

Seleccion de la amplitud de salto

Regla de minimizacion ( busqueda lineal exacta )
Elegimos a* O Argmin_., f (x4 ad*)

a=0

Regla de minimizacion limitada
Elegimos a O Argmin, ¢, 4 f(x*% ad") para un escalar fijo s>0

Estas reglas se implementan con ayuda de algoritmos de busqueda lineal unidimensional
(ver apéndices Aly A2)

Reduccion sucesiva

1 Busqueda lineal mediante la Regla de Armijo

Inicializacion: Elegir s, B€(0.1, 0.5), 0€[10”, 10™"]. Sea xeR" arbitrario y d una direccion
de descenso en x. Sea m=0, ir a 1.

Paso 1. Evaluar G(m)= f(x)— f(x+ B"sd) y g(m)=-0B"sOf (x)" d . Si G(m)=g(m)

. STOP y a=B™s. En otro caso, hacer m=m+1 y repetir el paso 1.



2 Regla de Goldstein

Se fija un escalar g [ ﬁ)%ﬁy se elige a* de modo que se satisfaga la relacion:

k kqky _ k
5o fx ra dk)T fk(x)sl_a
a Of (x)" d

3 Reglas de Wolfe
Se elige a* de modo que se satisfagan las relaciones:
f(x“+a*d*) < f(xX) +ca Of (x)"d*
Of (x4 a*d*)"d's o f(x*)"d"

siendo 0<c, <c, <1

Resultados de convergencia

“Los métodos de descenso nos conducen hacia los puntos estacionarios mas cercanos”

Si {xk} 0 & la sucesidn de iterados obtenida al aplicar uno de estos métodos, la existencia
de limite de ésta sucesion esta asegurada si el conjunto de nivel inferior {x: f(x)< f (xo)}

esta acotado, siendo x° la solucion inicial.

Para asegurar que el limite es un punto estacionario hay que afiadir otras condiciones
técnicas, por ejemplo:

C1. Sea d* = -D*[If (x*) , supongamos que los valores propios de la matriz simétrica
definida positiva D estan acotados superior e inferiormente por el cero. Es decir, existen

dos escalares positivos c; y ¢, tales que: c, Hz||2 <z'D‘z<c, Hz||2 0f] RY=k 0

C2. La sucesion de direcciones de descenso {dk} 0 & gradiente afin para {xk} o si se
satisface la condicion siguiente: “Para cualquier subsucesion {x"} . dUe converge a un
punto no estacionario, la correspondiente subsucesién {d k} - estd acotada y cumple que
lim,  sup,. Of (x)"d*< 0.

Proposicion

Sea {xk} - la sucesidn generada por un método basado en el gradiente. Supongamos que
{dk} o &8 gradiente afin y que a* se ha determinado mediante la regla de Armijo o una

busqueda lineal exacta. Entonces cada punto limite de {xk} o &8 estacionario.



Tasa de convergencia

Anélisis local
La tasa se evalta en términos de una funcion de error e:R" - R, e(x) = 0. Habitualmente

& (x) =[x =x* o (%) =[f(x) = f(x¥).

Se dice que {e(xk)} o, converge linealmente o geométricamente si
y> 0 yOB (0,1): e(x¥) qBY k. Lo que se obtiene si para algin B0(0,1) se cumple
e(xH) <p.

e(x*)

Si paracada B0(0,1), (> 0 : e(x*)< qB*Ok, diremos que {e(xk)} o Converge
e(Xk+1)

e(x")

lim,_. sup

superlinealmente. Lo que se obtiene, en particular, si lim, __ sup =0

Proposicion.

Sea f(x)= EXTQX donde Q es simétrica definida positiva. Consideremos el método de
descenso mas rapido, eligiendo a* mediante la regla de minimizacion, entonces [k :
M —m(f . . . .
f(x*") < f (x*) (es decir la convergencia de la sucesion de errores es lineal),
(x*7) BWE (x)( g )

siendo m y M los valores propios de Q menor y mayor respectivamente.

Métodos de direcciones conjugadas.

Dada una matriz Q n x n definida positiva, diremos que los vectores no nulos d*,...,d* son
Q-conjugados si (d')'Qd! =0 Oi,j # j.

Dado un conjunto de vectores Q-conjugados {do,dl,..., d”‘l} , el método de direcciones

conjugadas para minimizar una funcion cuadrética f(x) = EXTQX -b"x, genera una

sucesion de iterados x*** = x* +a*d* k =0,1,...,n -1, siendo x° una solucién inicial
H H k — H k k
arbitrariay a® = Argmin, f(x" +ad”).

Propiedad fundamental. Los sucesivos iterados minimizan f sobre la variedad lineal
generada por las direcciones conjugadas. En particular, para cada k, x** minimiza f sobre

M* =L +x°, siendo L el subespacio vectorial generado por {do,dl,..., dk} , €s decir

= Arg mi f jendo M* = [: x =x° +v dond =S dip OR & < kO
X" = Argmin _ . f(x), siendo —B;x.x—x v don ev—Z,uj K, J_k%
£



Meétodo del gradiente conjugado de Fletcher y Reeves.

Se obtiene aplicando el procedimiento de Gram-Schmidt a los vectores gradiente

cambiados de signo. EI método genera el iterado k+1 como: x*** = x* +a*d*,

a* =argmin f (x* +ad"), si denotamos por g, = Of (x*), las direcciones vienen dadas por
T

d°=-g°, d“=—g, +B,d*" k=1,..ncon B, =2 I

T
k—lgk—l

Férmula de Polak-Ribiere
Bk — g;(ng B gk—l)
0x19¢a

Métodos casi-Newton

X' =x* +a*d* y d* =-D*Of (x*), D* definida positiva se va ajustando iteracion tras
iteracion intentando que d* se parezca a la direccion de Newton.

Férmula de actualizacion

Llamamos p, =x“" —x*y g, = Of (xX*"")- 0 f (x*)
D° una matriz definida positiva
Dk = ot + PuPi _D*q,q; D"

+& TV,
P, D, o
k K
donde v, = pga _DT_q yT, =0q,D"g y0<é&"<1 Ok
k Mk k

Si £“=0 Ok, tenemos el método de Davidon- Fletcher- Powell
Si &“ =1 [k, tenemos el método de Broyden- Fletcher- Goldfarb- Shanno

Proposicion
Si D*es una matriz definida positiva y elegimos la amplitud de salto a* de manera que
x“** satisface que Of (x*)"d'< O f(x**)" d*, entonces D** es definida positiva.

Proposicion
Sean {x}{ di ¥ DB, Ilassucesiones generadas por un algoritmo cuasi-Newton aplicado

a la minimizacion de la funcion f(x) :%XTQX —-b"x donde Q es simétrica definida

positiva, en el que a, =argmin, f(x* +ad").

Supongamos que ninguno de los vectores x°, x',...,x"™ es solucidn 6ptima, entonces:
a) Los vectores {do,dl,...,d“‘l} son Q -conjugados.

b) D"=Q"



APENDICE A1:

Método de Newton para encontrar los ceros de una funciéon
unidimensional (g(A)=0)
Inicializacion: Elegir >0 y A€ R. Hacer k=1 e ir al paso 1.
Paso 1. Evaluar g(Ax) y g’ (Ax) #0. Hacer Ags1= Ak - % ira2.

k
Paso 2. Si [Ak+1 - Akl <& - STOP (nos quedamos con Ak+1). En otro caso, hacer k=k+1y
volvera 1.

APENDICE A2:

Método de biseccidon para encontrar los ceros de una funcion
unidimensional (g(A)=0)
Inicializacion: Elegir £>0, a; bi€ R a; < by tales que g(a;). g(b1)< 0. Hacer k=1 e ira 1.

+
Paso 1. Evaluar A\ = % 5 b, . Si |bk - ay| < &. STOP (nos quedamos con Ay) En otro caso

evaluar g(Ax) #0, si g(ax). g(Ax) >0ira2,sinoira3.
Paso 2. Hacer ak+1 = Ak Y bk+1 = bx Hacer k= k+1 y volver a 1.
Paso 3. Hacer ax+1 = ax Y bk+1 = Ak Hacer k= k+1 y volver a 1.



