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a) Calculo del gradiente:

Para hallar el gradiente podemos consider la funcion c¢(t) = f(z + td) y usar el siguiente

hecho:

O _ i tayd  =vi@rd
dt t=0 t=0

Cont e RydeR" Luego,
c(t) = flz +td) = 3[(z + td)! A(z + td)] + V' (z + td) + c =

s[(at + td") (Az + tAd)] + bla + tb'd + ¢ =

(' Az + ta' Ad + td' Az + t?d' Ad) + b'z + tb'd + c.

D=

d(t) = 3(z'Ad + d' Az + 2td' Ad) + b'd.
d(0) = 3(¢'Ad + d'Az) + b'd = (5((A'z)'d + (Ax)'d)) + b'd = [3((A'z) + (Ax)) + b)]d

= Vf(z)=3(A'z+ Az) +b

Calculo del Hessiano:

Para hallar la matriz hessiana también usamos la funciéon c(t) definida anteriormente

y el siguiente hecho:
d*c(t)

:dt 2 d
|, =W

Como ¢(t) = (2" Ad + d' Az + 2td' Ad) + b'd, entonces ¢’(t) = d"'Ad = V*f(z) = A

b) Calculo del gradiente:

Sea ¥ € R". Para hallar el gradiente podemos consider la funcion c(t) = f(z +td) y



usar el siguiente hecho:

de(t) =Vf(x+td)'d =Vf(x)d
dt |,y =0
ConteRydeR" Luego,
c(t) = f(x +td) = g(h(z + td))
d(t) = h(x+td)g (h(x +td)) =V f(x)d
t=0

Calculo del Hessiano:

Para hallar la matriz hessiana también usamos la funciéon c(t) definida anteriormente
y el siguiente hecho:
d?c(t)
dt

= d'V2f(2)d

t=0

Como ¢(t) = h'(z + td)g' (h(x + td), entonces:
d'(t) =h'"(x+td)g (h(x + td)) + W (z + td)g" (h(x + td))

= V2f(x)d = 1"(z + td)g' (h(z + td)) + W (z + td)g" (h(x + td))

t=0

El problema puede ser interpretado como conseguir el minimo valor tal que el vector z
operado con una transformacion lineal, representada por A, este lo mas cercano posible,
o se ajuste lo mejor al vector b. En otras palabras se busca minimizar la distancia entre
el vector Ax y el vector b.

La condicién para la optimalidad la podemos conseguir calculando el gradiente y el
hessiano, ya que si z es un minimo entonces V f(x) = 0y V2f(r) serd4 una matriz semi-
definida postivia.

La funcién f la vamos a trabajar asf:

F(a) = [l Az — B3 = (Az — B (Az — b) = (Az — b/ (Az) — (Az — b(b) =
(Az)tAx — b Az — (Ax)'b + b'b = ' (AT A)x — 2(Az)'b + b

Calculo del gradiente:

Para hallar el gradiente podemos consider la funcion ¢(t) = f(x + td) usar el siguiente

hecho:
de(t)

dt

= Vf(z+td)id =Vf(z)d

t=0 t=0



Cont € RydeR" Luego,
c(t) = flz+td) = (2 + td) (AL A)(z + td) — 2(A(z + td))'b + btb =
(z+td) (((A*A)z) + ((A'A)td)) — 2(Az + Atd)'b+ b'b =
' (A'A)x + 2t (AT A)td + td' A Ax + t2d" AT Ad — 2(Ax)'b — 2(Atd)'b + b'b =
d(t) = 2t (AT A)d + d' At Az + 2td' AT Ad — 2(Ad)"b
d(0) = 2t (A'A)d + d"A'Ax — 2(Ad)'b =
2 (ATA)d + 2t (ATA)'d — 261 (Ad); A = At = ¢/(0) = 2[(A'A)z — A'b)d

= Vf(z) =2[(A"A)x — A"D]

La condicién de optimalidad dice que 0 = Vf(z) = 2[(A'A)z — A'b] <= A'Azx = A'b

Calculo del Hessiano:

Para hallar la matriz hessiana también usamos la funciéon c(t) definida anteriormente
y el siguiente hecho:
d?c(t)
dt

= d'V2f(x)d
=0
Como d(t) = z'(A'A)d + d'A*Ax + 2td' A'Ad — 2(Ad)*b, entonces ¢’(t) = 2d'A'Ad =
V2f(x) = 241 A

Por lo tanto, un punto z € R™ serd un minimo del problema si V f(x) = 2[(A*A)x— A'b] =

0y A*A es una matriz S.D.P

c¢) El problema tendré solucién tnica si la matriz A tiene rango n, es decir, todos los vectores
que componen la matriz son L.I.

d) A'Ax = A", suponiendo que rango(A) =n

e)

t

1 -1 0 1 -1 0
0 2 -1 0 —1__21_61_12
0 1 0 0 o]\, 5 9
10 1 1 1
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Debemos resolver:

2 -1 1 x 2
-1 6 -2 y | =1 1
1 -2 2 z ~1

Este sistema tiene solucién tnica ya que la matriz es invertible. La solucion es (—%, 0, —%)t.

Este candidato a minimo cumple que V f (—%, 0, —%) = 0 . Esta funcién es estrictamente
convexa ya que si inspeccionamos el hessiando:

2 -1 1
Vif(z)=2x| -1 6 -2
1 -2 2
Nos damos cuenta que todos los subdeterminantes de la matriz son mayores que cero.

Por lo tanto la matriz es positiva definida y la funcién es estrictamente convexa. Luego
el minimo hallado es tnico.

3. 3

4. Sea f(x,y,2) = 22% + 2y +y> + yz + 22 — 62 — Ty — 82 + 9. Utilizamos las condiciones de
optimalidad para hallar el minimo:

Célculo del gradiente:

Sea T € R3. Si Z es un mimino local de f entonces V f(z) = 0. Resolvemos:

of(z

[

£ dr+y—6 4o+ y =6
0=Vf(z) = a}(;(z) =| 24+2y+2-7 | <= z+ 2uy+ 2=7
olo) y+22—8 g+ 22 =8
Debemos resolver el sistema
4 10 6
1 2 1 y | =17
01 2 z 8

Este sistema tiene solucion tnica, ya que como su determinante es 10 (distinto de cero) la
matriz es invertible. Se puede verificar facilmente que la solucion del sistema es:

6 17
5 5

Para verificar que el punto es un minimo global verifiquemos primero si la funciéon es convexa.
Para ello examinemos al hessiano.

Céalculo del Hessiano:

Note que V2f(z) € M3*3




Para verificar si esta matriz es P.S.D o P.D, inspeccionemos todos sus determinantes. Es facil
ver que tanto el determinante de la matriz M'*! = 4 como el de la matriz M?*? = 7 son
ambos positivos mayores que cero. Verifiquemos el determinante que falta:

IV f(@)] =

S o

1
2
1

N = O
I

N

— N
[N
I

O =
(NGRS

‘:4(3)— =12-2=10

Como todos los subdeterminantes de la matriz son mayores que cero, la funcion f es estricta-

mente convexa. Luego, el punto (g, g, 137) es minimo global. También podemos concluir que el

minimo global en este caso es tnico.

5. Por defincién de convexidad sabemos que se cumple lo siguiente para f:
fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y)A€01]
Como g es no decreciente se cumple que:
g(fAx+ (1 =XNy)) <gA\f(z)+ (1 —AN)f(y)) (el argumento de g se puede ver como un par de puntos)

A su vez como g es convexa:
g(f Az + (1 =Ny)) < g\ f(z) + (1 =A)f(y) < Ag(f(x)) + (1 = Ng(f(y))

9(f O+ (1= Ny)) < Ag(F(x)) + (1= Ng(f(y)); por lo tanto h = g(f(x)) es convexa

6. (=) Por definicion sea € R un minimizador global de f(z). Entonces:
f(z) < f(x),Vx e R
Como g es creciente se cumple que:
r1 < 22 = g(21) < g(22)

En particular si consideramos x; = f(z) y xo = f(z), entonces g(f(z)) < g(f(z)) Vz €
R <= Z es minimo de g(f(x))

(<) Por definicion sea € R un minimizador global de g(f(z)). Entonces:

g(f(z)) < g(f(z)),Vr e R

Como g es creciente entonces tiene inversa g—!. Aplicamos la inversa a ambos lados de la
desigualdad anterior y queda

g (a(f(@) < g7 (9(f(2))), Yz € R = f(z) < f(2)

Entonces z también es un minimizador de f(x). Queda demostrada la equivalencia.

7. Sea f(x1,12) = 223 — 323 — 6x129(2) — 29 — 1) = 223 — 32? — 627wy + 62123 + 62175.



Célculo del gradiente:

0=Vf@) = 4%

( s ) _ ( 627 — 621 — 123129 + 623 + 629 ) 6(2F — x1 — 22139 + 23 + 22) = 0
Ox2

oz
G —622 + 122,35 + 61 —6(23 — 21129 —21) =0

Por lo tanto debemos resolver estas dos ecuaciones:

x%—m1—2w1x2+x§+x2:0
22 — 20119 — 21 =0 = x(r1 =219 —1) =0 < 2, =0;21 — 225 — 1 =0

1

Despejamos 3 de la tltima ecuacion zp = #5= (ec. *) y la reemplazamos en la primera:

2 -y = 20 (25 4 (2702 + (25) =

x2—2x1+1 —1
o} - —al o+ B =
22-231+1+4221 -2
=
x2—1
14 :OilL‘%—l:O@[El:l\/l‘l:—l

Reemplazamos estas soluciones en (ec. *) y obtenemos los siguientes puntos m; = (1,0) y
ms = (—1,—1). Ambos puntos hacen que el gradiente sea cero y por tanto son puntos esta-
cionarios. También al inspeccionar las ecuaciones nos damos cuenta que el punto (0,0) es un
punto estacionario ya que se satisface V£((0,0)) = 0. En conclusion tenemos los siguientes
tres puntos estacionarios:

my = (1,0);my = (=1, —1);m3 = (0,0)

Para determinar si estos puntos son minimos o maximos locales nos vamos a la condiciéon de
segundo orden.

Célculo del Hessiano:

Note que V2f(z) € M**?

V2 (2) 0 ag(f)) _ ( 1201 — 6 — 1229 —1221 + 1225 + 6 )

= 2 ox; —122; + 1225+ 6 121,

Evaluamos los puntos estacionarios mq, ms y mgs en el hessiano:

vro=( 5 )

Como la matriz del hessiano evaluada en m; = (1,0) es positiva definida, es decir se cumple
que d*(V2f(1,0))d > 0,Vd € R? (ya que todos los subdeterminantes son mayores que cero),
entonces este punto es un minimo local.

Para m;:

Para ma:

vret-n=( 5 )



8.
9.

La matriz anterior es negativa definida ya que sus autovalores son todos negativos (—9+43v/5 y
—9— 3\/5) Por lo tanto el punto (—1, —1) cumple la condicién suficiente para ser un maximo
local.

Para mg:
—6 6
v2f<0,0>=( ] O)

Como los autovalores de la matriz son —3 — 3v/5 < 0 y =3+ 3v5 > 0, no podemos decir nada
sobre este punto.

Nota: Enunciado ambiguo
Hacemos el siguiente cambio de variables:

y; = In(z;), (¥ = x;)
Nuestro problema original queda asi:

(y1+y2+m+yn) eyl+y2++yn
n <

e

n

Maés atin, si consideramos que y; +y>+ ...+, = m, entonces la inecuaciéon anterior la podemos
replantear como:
m
nen < el 4 e 4 .+ e

Ahora consideremos la funcion f(y1, Yo, ..., yn) = €¥* +e¥2+...+e¥". A ésta le podemos eliminar
la variable y,, despejando de la ecuacion: y1+yo+...+4y, =M < Yp =M—Y1—Y2— ... —Yn_1-

Finalmente tenemos una nueva funciéon a minimizar g : R*! — R tal que:
~1 Y1 —Ya——Yn—
g(yl,yz,-.-,yn_1) = N1 +€y2 —i—...—i—ey” +€m Y1—Y2 Yn—1

Si logramos demostrar que el minimo global de la funcién g es nen , entonces habremos de-
mostrado el problema original (la desigualdad de la media aritmética-geométrica).

Comenzamos calculando las condiciones de optimalidad.

Célculo del gradiente:

Sea 7 € R, Si Z es un mimino local de g entonces Vg(Z) = 0. Resolvemos:

99(z) y1 M—y1—Y2—.—Yn—1 Yl oMY —Y2— e —Yn—1
2 evl —e el = ¢

. 99(z) eYv2 _ oM—Y1—Y2— . ~Yn—1 ev2 — oM—Y1—Y2—~Yn—1
9g(7) eYn—1 _ oM—y1—Y2—~Yn—1 e¥n—1 — oM—Y1—Y2—~Yn—1




Tomando logaritmo por ambos lados de las ecuaciones queda que:

Yp=m—Y1 — Y2 — ... —Yn—1
Yo=M—Y1 — Y2 — ... —Yn-1
Yn—1 =M —Y1 — Y2 — ... —Yn-1

Sumando todas las ecuaciones:

ittty =nm—1m—-—nm—-—1Dy—n—1Dys—... — (n— 1y, <
yi+yet ot ypr=m—1m—ny; —y1 —nys — Y2 — ... — NYp_1 — Yn_1 <
Cancelando los y;,
O=nm—m-—ny; —nyYys — ... — NYp_1 <
O=n(m—y1—Y2— .. —Yp_1) =M =
m
—=m—Yr Y2 - T Yn—1
n
Por lo tanto, como sabemos que m —y; —ys — ... —Yn_1 = y;, con t = 1,2, ..., n— 1, concluimos

que y; = ™ y el minimo candidato es: (%, ™,..™0) € R"~! Para verificar que efectivamente

este candidato es el minimo global, vamos a calcular el Hessiano (segunda derivada), corres-
pondiente a la condiciéon necesaria de segundo orden.

Calculo del Hessiano:

Note que V3g(z) € M 1xn-1

Yl 4+ eM—Y1—Y2 = "Un—1 —eM—Y1—Y2 = ~Yn—1 —eM—Y1—Y2—.~Yn—1
V20(3) — 0 ag(j;) B —eMTYI Y2 —Yn—1 eY2 4 em—Y1—Y2—"Yn—1 —eM—Y1—Y2—~Yn—1
i 5
_em_yl_yQ_“'_ynfl _em_yl_y2_~~~_yn71 eynfl _|_ em_yl_yQ_An_ynfl

Como todos los subdeterminantes de la matriz hessiana son positivos entonces la matriz es
P.S.D, lo que implica que la funciéon es convexa y por lo tanto el candidato a minimo es un
minimo global.

., Cual es el valor minimo de la funcién? Para hallarlo simplemente evaluamos el punto que
minimiza la funciéon:

vy —) =endent.. 4" T T =enten .. 4e™

g(n,n, "

Efectivamente el minimo de la funcion g es el que estabamos buscando. Por lo tanto concluimos
que se cumple la desigualdad de la media aritmética-geométrica.



